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Ocnoge seposammuohe

HPEATI'OBOP

Kan mocenyjemMo 10BOJbHO MH(OpMAIMja KOPUCTUMO J€AYKTHBHH
HAYMH 3aKkbyuyuBamwa. MelhyTuMm, y peasHOM CBeTy cMO Hajuemhe y
CUTyallMju TIOCEJOBamka HEKOMIUIETHUX HWH(pOpManuja, a TO 3HAYU J1a
MOpaMO KOPHUCTUTH HEKE MeTOoJle HMHAYKTHBHOI 3aK/byYHBaWHa WIH
3aK/by4YMBaKka 0a3MPAHOT HA BEPOJOCTOjHOCTH. AJTIH KOj€ Cy TO METOAE U
mTa he OUTH HjuXOBa OCHOBA?

HeusBecHoOCT je HM3pa3 KOjU C€ BELITO KOPHUCTH Ha DPAy3JIUUYHUTE
HAaYMHE Y PA3IMYUTHM OOJlacTuMa yKJbyuyjyhu dunmzodujy, cTaTUCTHKY,
eKOHOMHU]yY, (PMHAHCH]E, OCUTYpaH]je, ICUXOJIOTH]Y, HHKUIBEPUHT U OCTase
Hayke. [Ipumemyje ce 3a nmpeasuhame Oynyhux norahaja, 3a ofjammema
Beh 06aBibeHUX ,MepHa“ WK 3a 00jalImbenhe Heno3HaTtor. BepoaTHoha je
TJIABHU HHCTPYMEHT 3a OMJIO KaKBe 3aKJbYUKE Y OBUM YCIOBHMA.

Pusuk je ommre npuxBaheH TepMUH aepUHUCAH Kao Mepa
HEM3BECHOCT Oa3WpaHa HAa KBAaHTHTATHBHOM H3pa3y, KOjU ce Ha3WBa
» BepoBaTHoha“. dopmanHo, puU3UK je MPOU3BOJ BEpOBaTHOhE Ja ce HEKU
norahaj ocTBapu U MOCieanIIa Koje Ou HacTale peaim3alydjoM Tor gorahaja.

Ilocmaswa ce numawe:. Illlma 6u mpebano nayyumu u 3namu 0a
Ou ce y 06akeum ycnoeuma OOHOCUNIU 6A/bAHU U HAYYHO NPUXEAM.bUGU
3aKbyuyu’?

Ilpeo u najescnuje je yceojumu Ocnoee Beposamnohe,

® Kao 214a6HU UHCMpDYMEeHm e6d/baHOCMU 3a4/lbyHUedrvd,
3amum

*  noopyuja akmueHOCMU y KOjUMA je Heu36eCHOCH 6AXHCHA U

® e6éza usmehy HeuseecHocmu, eepoeamuohe U pusuka.



OcHnoge seposammuohe

OBa KmbuTa je HaMEHEHAa CBUMAa KOjU XKelle Ja OyAy YCIEUIHH Y
CBOJUM aKTUBHOCTUMA, OHMJIO J1a Cy MeHalepH, NpeAy3eTHULH, MHKUIbepPH
WIM MCTPAKMBA4YM Yy oOjacTUMa JPYIITBEHHX, HNPHPOIHHX WIH
TeXHyHYKHX Hayka. CT€4eHO U YCBOjeHO 3Hame Oumhe MM Of BeluKe
noMoh# 3a MOCTH3amke ycliexa y CBaKOJHEBHUMA akTHBHOCTHMA. OBnamahe
JIOBOJBHMM 3HAKEM O YCJIOBHMA CTajlHE NPUCYTHOCTU HEU3BECHOCTH U
WHCTPYMEHTHMA KOju he UM moMohu y JJOHOIIEHY MPaBUX OJUTyKA.

Pagu Oosber yBupa y Hajmmpy oO0nacT NpUMEHEe TeopHje
BepoBaTHOhe, y MPBOM A€y KIHIe JaT je Mperien T3B. /leckpunmuene
cmamucmuke Ha OCHOBY Koje he ce yBHIIeTH jacHa moTpeda 3a ycBajambeM
OCHOBHUX eJieHaTe Teopuje BepoBaTHONE.

Y Ouiao KakBUM CTaTHCTUYKUM WCIHTHBAakBbUMa TOTPEOHO je
00aBUTH BeoMa BEIMK Opoj pauyHama. Pa3BojeM pedyHAcKe TEXHOJIOTH]E
CTBOPEHU Cy YCIOBM Ja ce TO 00aBu Op30 U epukacHo. 3aTo je y 1Ba
MoTJIaBJba JIaT TIPETJIe]] M YIYTCTBA 3a NMPUMEHY W Kopuinheme Hajoosber
craructTuukor makere SPSS.VY mpBoM ox ®mHX Jara cy ymycrBa 3a
JIECKPUTITUBHY CTaTUCTHKY, a y IPYTOM j€ OIKCaH MOCTyNak 3a oapehuBanje
BepoBaTHOha U3 MPOOAOMITUCTHYKIX MOJIENA.

beorpan, Cenrembap, 2006.ronune

A2t QL~7>
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1. Ocnosnu nojmosu

1. OCHOBHM ITIOJMOBHA

1.1. NPEAMET CTATUCTHYKHUX
NCIINTUBAIBA

[usp HayyHHMX HCNUTHBAaBka j€ Ja Ce ONUINY II0jaBe Koje Hac
OKPYXKY]y H JIa c€ YTBpJ/I€ 3aKOHUTOCTH KOje BIaaajy Mel)y TuM mojaBama. ¥
IIEJIOKYITHOM HaIlleM OKpYXemy HajBehu Opoj mojaBa Cy mojaBe MacoOBHOT
KapakTepa. To cy 1mojaBe Koje MOTY OWTH OINHCAHE J€AMHO TMPEKO BEIUKOT
Opoja uH(pOpMaIuja HyMEPUUKOT U aTPUOYTUBHOT CBOjCTBA KOje C€ OJIHOCE
Ha TI0jeMHE eJeMEeHTe MocMmarpaHe mojaBe. Ha mpumep, ako ce xenn
aHAJM3UPATH 3alOCICHOCT MOpajy ce MOocMaTpaTH CBH 3allOCICHH, aKO Ce
KETH WCIHTHBATH KpeTamke CTAaHOBHMIITBA, MoOpa C€ IOCMaTpaTH
IIEJIOKYITHO CTAaHOBHUILTBO, 332 UCIIUTUBAE Mpou3Boame y CpOuju Mopajy
ce ocMaTpaT CBU Mpou3Bohaun u ciI.

CrarucTuuke mMeroae ce 0aBe Npoy4aBameM OBAKBHMX I10jaBa,
Tj. MNpoy4YyaBameM [0jaBa H3PAKEHUX [PeKO BeJUKor Opoja
HYMEPHYKHX H HEeHYyMEpPHYKHX M0JaTaKa KOju caap:ke HHGopmanuje o
MOCMATPAHUM IOjaBaMa.

AKO KeTMMO Ja UCIIUTaMO MPOIYKTUBHOCT y CpOuju MOpaMo 3HATH
KOJIMKA j€ MPOAYKTHBHOCT CBAaKOT MpUBpeIHOT yuecHuKa y Cpouju. pyrum
pedyrMa, MOpaMo TIOCMAaTpaTH CKYI MPHUBPEIHUX YYECHHUKA M KOJl CBAKOT
eJeMeHTa TOT CKyna ,,M3MEpUTH" MPOAYKTHBHOCT. McTo Tako kaa xohemo
Ja TIOCMaTpaMo KpeTame JUYHUX JOXOJlaka 3aloCiIeHHX, MOopamo
oCMaTpaTH €0 CKYIl 3allOCIICHUX M 334 CBAKU FHETOB €IEMEHT YTBPIHUTH
BUCHHY JIMYHOT JOXOTKa. Ha Taj HauWH HOOMjaMO CTATUCTHYKE IOJATKE
KOJH TOCTAj]y MPEIMET CTATUCTUYKHUX UCTIUTHBAMA.

CTaTHCTUYKO HMCIUTUBAKE BPIIMMO Ha jEJHOM CKYIy elieMeHara
kora hemMo 3BaTH CTATHCTHYKH CKYN WIM MONMYyJalMja W Ha CBaKOM
€JIEMEHTY TOr cKyma ,Mepumo” oxapeheHo cBojcTBO koje hemo 3Batu
CTATHUCTHYKO 00esiexje.
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CTaTuCTHYKH CKYIl

EnemeHnTn xoju uMajy jeHy 3ajeJHHUKY OCOOMHY YHMHE jellaH CKYII.
Anu 3ajeHMYKA OCOOMHA THUX €JIeMEHaTa Mopa OMTH Tako AcdUHUCAHA Ja
NOTIYHO W HEJBOCMUCIIEHO oapelyyje Ja M mocMaTpaHH €JIeMEHT Ipumnaaa
JIaTOM CKyIly WM My He npunana. Ha ememeHTHMa moTHmyHO onpeheHor
CKyIla MPUCTYIa C€ UCIUTUBAbY WM MEPEHY jJeHOT WIHM BHUIIE 00enexja.
[Ipn TOM mocmarpaHa oOemnekja MOTY MMAaTH pPa3IHMYUTe BPEJHOCTH KOJ
eJIeMeHaTa J1aTor CKyTa.

Ha mpumep, Ha ckymy mocinoBHHX cybjekara y CpOuju y maTtom
TPEHYTKY MOXXEMO HWCIOUTHBATH Opoj 3amoCieHuX, MPOCEYHA JIMYHA
nprMama, OCTBApPEHU JOXOAaK W Cl. Mcro Tako Ha CKymy CTyJeHara
Beorpaackor YHuBep3uTeTa MOKeMO MOCMaTpaTu (PU3UUKY U3IPKIBUBOCT,
yCcreX Ha MOjeIMHUM MpeaMETUMa, Op0j TPOUYNTAHUX KEbHUTa UT/.

CraTucTM4YKHM CKyN WJIH TNONMyJanMja je OHaj CKYNl HAa YHUjUM
eJIeMEHTHMAa MEpPUMO jeIHO HJIM BHIIEe o0eJiexkja 4UHMje BPEIHOCTH
BapHpajy o eJIeMEeHTAa 10 eJIeMEeHTa IOCMATPAHOTI CKyIa.

CTaTuCTHYKH CKYIl MOpa OUTH JeUHUCAH TPOCTOPHO U BPEMEHCKHU.

Bpemencko gaepuHHCame CTATHCTHYKOI CKyma yTBphyje
TPEHyTaK WU pa3no0sbe KojuM he ce 00yXBaTUTH OHM €JIEMEHTH KOju he
OWTH MpeaMeT CTaTHCTUYKNX NCIUTHBAma. Tako Ha MpUMeEp, HHje JOBOJHHO
pehu: mocmaTtpamo CKynm NyTHHYKUX ayromobuina y beorpamy. Mopamo
nonatu u Bpeme. Ha mpumep: nana 31.6.2006roausxe.

IIpocTopHo aeduHHCame CTATHCTHYKOI CKyNa IOApa3syMeBa
O3HauaBambe IPOCTOpPa Ha KOME C€ Hajla3e €JIEeMEHTH JaTor cKyma. AKO
nocMaTpamo ckyn caoOpahajuux yneca mopamo pehu na am je TOo cKyn
yzeca Ha mocMarpanom nyty, y CpOuju uim Ha mpoctopy bankana u cit.

Y CTaTMCTMYKOj aHAIM3M CE€ BeoMa YeCTO HCIUTYyje [Ie0
CTAaTUCTHYKOI CKyla M Ha OCHOBY OCOOMHA eJleMeHaTa TOr Jella JOHOCE
3aKJbYYLId O IEJIOM CTATUCTMYKOM CKYNy WM momynanuju. TakaB 1eo
CTAaTUCTHUYKOI CKyIa Ha3uBa ce y3opak. OCHOBHO HOJpydje AHATUTHYKE
CTAaTHCTHKE TPECTaB/bajy Y3pOLM M CTaTUCTHYKA aHaiuu3a Oa3upaHa Ha
BUMa.
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CratucTHYKO oleJiexje

Ilon crarucTuukuM oOenexjeM moJpa3ymMeBa Ce€ OHO CBOjCTBO
eJIeMeHaTa CTAaTHCTUYKOI CKyIla KOje Bapupa O]l €JeMEHTa IO eJIeMEHTa
JaTOr CKyma. 3a CBaKW €JEMEHT CTaTUCTHUYKOT CKyma YTBphyje ce
,,BPEIHOCT” TTOCMaTpaHoOT 00eIex]a.

Cratuctuuka oOenexja ce Jelne Ha  Kealumamuena W
K8aHMumamuena.

KpaiuTaTtuBHa o0eJieskja u3pakaBajy KBaJUTAaTUBHA CBOjCTBa
eJIeMeHaTa CTaTUCTHUYKOT cKyma. Ha mpumep: 0oja Koce, IIKOJICKa CIpeMa,
noJ, Mecto pohema u cia. CBako KBATUTATHUBHO obOenexje mma opapeheHe
KaTeropuje M eJIEeMEHTH TTOCMAaTPaHOT CKyIla CBPCTaBajy ce y oaroBapajyhe
KaTeropuje.

KBanTturtaTuBHa ofejie:kja M3pakaBajy KBAaHTHTAaTHBHA CBOjCTBA
eJIeMeHaTa CTaTUCTUYKOr cKyma. BpemaHocTu TakBUX o0enexja Cy pealHu
OpojeBH, a yTBphHBaWke TUX BPEIHOCTH BPIIH ce ,MepemeMm . Ha mpumep,
KoA CcKyma JgomahMHCTaBa MOXEMO ,u3MepuTH’  Opoj  wiIaHOBa
nomahuHCTaBa, WM KOJ CKyla CTaHOBHUKa beorpaga Moxke ce MepUTH
BHCHHA WJIH TE&KHUHA cBakor beorpahanuna.

KBanTutatuBHa oOenexja ce Aelie Ha MPEKUOHA W HEenpeKuoHa
obernexja.

AKO CTaTUCTHYKO oOenexje MOXKE Y3€TH HEKy BPEAHOCT W3
KOHAYHOT CKyma MOTyhuX BpEIHOCTH OHJIa KaXeMO Ja jé TO MPEeKHIHO
obesiexkje. Ha mpumep: Opoj moBpena Ha MOCITy, peaTn30BaHa IPOU3BOIHA,
Opoj unanoBa qoMahHCTBA U CII.

Kan mocMarpaHo CTaTHCTHYKO OO0€Nekje MOXKE Y3eTH OWIIo KOjy
BPEIHOCT M3 KOHAYHOT WM OECKOHAYHOT HMHTEpBalia, KaXeMo Ja je TO
HenpeKuaHo obesexje. Ha mpumep: Bek Tpajama EIEKTPOHCKE IIEBH,
BHCHHA CTYIEHTa, TEMIIEpATypa U CII.
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M arpuna nogaraka

[Ipenmer n3zyuaBame CTATHUCTHUKE cy cTaTUCTHMUKM CKYNOBU U
o0enesxja eleMeHara CTaTUCTUUKOT CKyMa. Y MPaKCU Cy TO BEJIUKHU CKYIOBU
ca BenmukuM Opojem obOenexja. Hampumep, ckyn craHoBHHMKa beorpana,
Cpbuje, u ci. ca o0enexjuMma. IMOJ, CTAPOCT, MECTO pohema, IIKOoJICKa
crpemMa, eKOHOMCKH cTaryc, uTA. MiMaMo HajMame 2 MUJIHOHA CTAaHOBHUKA
ca Hajmame 20 o0enexja, a TO je orpoMHa mMaca nozgataka. Mcto tako, ckyn
npeny3eha y CpOuju ca cBUM MoJaliMa O BUXOBUM KapakTEpUCTUKAMa U
aKTHBHOCTHMA, Onhe omrcad ca OrpOMHOM MacoM To/1aTaka.

Osznaunmo ca N Opoj ernemeHara CTaTHCTHYKOI CKyma, a ca
X X, e, Xk OGenexja. M3mepene BpemHOCTH CBHX OOelexja He
CBaKOM E€JICMEHTY CTaTUCTHUYKOT CKyIla MOYKEMO NPUKA3aTy y BHIY MaTpUIa
pena NxK, y kojoj he Bpcre mpejacraB/baTH €JI€MEHTE CKyla, a KOJOHA
onroeapajyhe BpemHoctu mnocmarpaHux obOenexja. Tako hemo mobutu
MAaTpHILy oJaTaKa

X X oo Xy
X1 Xy 0 Xy
_XNl X2 XNk_

ca OHOJHMKO BpPCTa KOJMKO MMa CTaTHUCTUYKU CKYIl eJleMeHaTa U KOJIOHa
KOMHKO oO0eJexja MEepuMO Ha eleMEHTHMMa CTaTUCTHYKOr ckyma. OBa
matpunia npenactaBjba CTATUCTHUYKY T'PABY wu npenmer je
CTAaTUCTUYKUX IIPOyYaBamba.

OcHOBHHU MPOOJIEM je HEMPETIAEAHOCT CTATUCTHYKKUX MOJIaTaKa, ma je
IUJb J]a C€ MPUKYIJBCHHU TOJAIM cpelie M yYHHe MperjeIHujuM, a 3aTuM
na ce npehe Ha BUXOBY aHAJIM3Y.



1. Ocnosnu nojmosu

ITogesna craTucTuke

CTaTHCTHKAa WJIM CTAaTHCTHYKE METOC CC MOT'Yy IMOACIUTU Yy JBC
KJ1ace:.

® I[eCKpI/IHTI/IBHa CTAaTHCTHKA

e  AHAJINTHYKA CTATHCTHKA.

[Tox necKPUNTHBHOM CTATHCTHKOM C€ TIOJpa3yMeBajy OHE
CTAaTUCTUYKE METOJIE KOje ce 0aBe MPHUKYIIbamkbeM, CpehUBakEM U aHAITU30M
CTaTUCTHUKUX TojaTaka. tbeH nusb je Aa ce ommile M3MepeHa IojaBa Win
IpoIieC y IOMEeHY Mepema.

AHAINTHYKA CTATHCTHKA ¥MMa 33 Wb Ja Ha OCHOBY Mepema
YTBPJI OIIITHj€ 3aKOHUTOCTH KOj€ Ba)KE M Y /IOMeHY OHOT IITO HUje 0110
MepeHo. Hanme, 3a MOTIyHO ONHMCHBAambE 10jaBe WM Mpolieca MOTpeOHo je
0ecKOHaYHO MHOTO Mepema. [lomTo yBeKk pacmonakeMo ca pe3yiraTHMa
KOHayHOT Opoja Mepema MOpaMo KOPHCTUTH HaydyHEe MeToje Kojuma hemo
Ha er3aKTaH Ha4MH OMHMCaTH KOMIUIETHY I10jaBy WJIM HPOLEC.

Ha npumep, ako ce jKenu IOYETH INPOU3BOIHA HEKOT HOBOT
IpOM3BOa MOpa C€ YTBPAWTH BpeMe IOTPeOHO 3a HHETOBY H3paiy.
Wzspmwmhe ce oxpehen Opoj Mepema y NpeANpoOU3BOABLU M METOJaMa
JIECKPUTITUBHE CTATUCTUKE aHAIM3UpATH no0ujeHH pe3ynartatu. [la Ou Tauno
OJpeiid  TOTpeOHO BpeMe u3paje Tor npou3Bona Uy Oyayhoj
IPOU3BOAKBI MOPAMO KOPUCTUTH METOJIC aHAJMTHYKE CTAaTHCTHUKE KOjHUMa
hemo Ha OCHOBY Mepema y IpeANpOU3BOIBHY , IPEABUACTH BpeMme Koje he
OuTH OTPeOHO 3a Taj MPOU3BOJ Y HAPETHOM TIEPHOTY.

HcTo Tako, ako mocMaTpamMo HEKYy €KOHOMCKY KaTerOpHjy MOXKEMO
MeToJamMa JIeCKPUNTUBHE CTaTUCTHKE YTBPAUTH OCOOMHE Te€ KaTeropuje y
JIOMEHY Mepera (Ha JaTOM IPOCTOPY M y JaTOM BpPEeMeHY). AJH 3a MOTIYHO
UCIIUTHBAKE T€ KaTEropHje U leHUX 3aKOHUTOCTU U HW3BaH JOMEHA Mepermha
MOpaMo €€ KOPUCTUTU METOJjaMa aHaJIUTHUKE CTATUCTHKE.

OcHoBa aHaJIUTHUYKE CTAaTUCTHUKE je¢ TeopuHja BepoBaTHohe koja
MaTeMaTHYKUM MOJeNIMMa ONHCYje caydajHe eKCIEpUMEHTE.
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

2. JECKPUIITUBHA CTATUCTHUKA

2.1. AHAJIU3A PEJIATUBHUM BPOJEBUMA

[lpukynsbeHM  CTATUCTUYKM TOJAIM  TPEACTaBbajy  OCHOBY
CTaTUCTHYKHUX WCIUTHBama. [IpBH 3amaTak y TUM HCIHUTUBAkBAMA je
IpuUIlpeMa IojaTaka 3a aHalu3y W MHTEpIIpeTanyja J00UjeHuX pe3yiaTara.
Hpyrum pednma, Macy IojJaTaka MoOpamMoO CBECTH Ha Mamu Opoj
HYMEpUYKUX TIOKa3aresba Koju he OMTM TOrogHM 3a aHaIM3y H
WHTEpIpeTanujy, nmoMmohy kojux hemo mohm nma oGjacHUMO mOcMaTpaHe
10jaBe MJIM Mpollece Be3aHe 3a JaTH CTaTUCTHYKU CKYI. 3aTO je HapeIaHO
MOTJIaBJhe TTOCBENEHO Mperyiey OCHOBHUX METO/a KOje C€ KOPUCTE Yy OBOj
(a3u yKymHHUX CTaTUCTUYKUX UCTIUTHBAA.

Y MHOTMM HCTpaXMBamkbUMa OBa O0JacT jeé BeoMa 3HauajHa |
IIMPOKO paclpocTpameHa. 300r Tora ce mojaBjbyje Yak Kao M HOBA IpaHa
CTaTHCTHUKE MO3HATA 1101 Ha3UBOM «Ekcniopamopna ananuza.

CraTHCTUYKH MOJAIM NPEACTaBIbajy arcolyTHe OpojHe U3HOCE WIIH
aTpuOYyTHBHE KapaKTEPHCTUKE IOjeIMHUX eJIeMEHaTa CTaTUCTHYKOT CKyIa
WIM Ha eroBe mnojeauHe zenoe. MehycoOHa mopehema amcomyTHUX
OpojeBa WM KapaKTEPUCTUKA HE J1ajy HaM MPaBy CIHUKY O IOCMAaTpaHo]
nojaBu. Y nopehemuma HaC MHTEPECY]y pelaTUBHU OJHOCH OJroBapajyhux
arCoJIyTHUX W3HOCa Koju omoryhaBajy mopehema BwHIle pa3IuuuTHX
nokaszaTresba IOCMATpaHe I0jaBe y CTAaTUCTHYKOM CKymy. Tako je Ha
nmpuMep, JaleKko 00/be€ YTBPJAWTHU T3B. CTONY HE3aNOCICHOCTH HETo Opoj
He3anocieHuX. McTro Tako MoKeJbHO je 3HaTH OCTBAapEHU JOXOJAK IIO0
3aIl0CICHOM, a HE caMO YKYIIaH OCTBAapeH JOXOJIaK y mpeaysehy.

VY CcTaTUCTUYKO] TIPAKCU C€ KOPUCTE TPU KaTeropuje pelaTHBHHUX
OpojeBa: mponopiuje, peJJaTHBHHA MOKA3aTe/bU U HHAEKCH.
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IIponopumja

Y aHanM3M CTAaTUCTUYKHMX TMOJaraka KoOju Cc€ OJHOCe Ha
KBAIMTAaTHBHA CBOJCTBA CTAaTUCTHUYKOT CKymla CIYy)KHMO Cc€ Hajuemhe
nponopuujama.lIpernocraBumo aa cBojctBo X uma K kareropuja, (K= 2) u
na Njp ernemeHara CTaTHUCTUYKOT CKyla Npunana mpBoj Kateropuju, No
eJleMeHarTa MpHIaaa Ipyroj Kareropuj, ..., K-toj kareropuju mpumama N
esleMeHara rnocmarpasor ckyna. O3naunhemo ca N ykyman Opoj enemeHara
CTATUCTUYKOT CKyma. Taza je

Zk:Ni:N_
i=1

Konuunuuu
N.
R=+ 2.1
N 2.1)

=12, ..k,

Hazusajy ce MpoMoOpuUHje odzosapajyhux kamezopuja ceojcmea X. Yecmo
ce nponopyuje uspadicasajy y npoyenmuma. IlIpoyenmyanno uspasicene
nponopyuje ce 0obujajy axo ce Py nomnoocu ca 100.

[Tomatke o mpomnopnujama najemMo y Buay tademna. Tako je y TaGenu
2.1. nara crpykrypa 3anocienux y Cpouju y 2006.roaunu npema cMeHaMa
y kojuma pazae 3amnocieHu. CTpykTypa je nata mpeko oxaroapajyhmx
PONOPIIH]a.

CwmeHna y k0joj je bpoj Crpykrypa
Pazuo 3anocnenn | 3amoCIeHuX [ pononimia | Hipornopimja y %
[IpBa cmena 943.255 0,686 68,6
Jlpyra cMeHa 256.371 0,186 18,6
Tpeha cmena 176.267 0,128 12,8
YKynHO 1.375.893 1,00 100,0

Tabena 2.1.3anocneno ocobmwe npema cmenama



2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

[Ipomnopuuje cy cacTaBHU €0 CTATHCTUYKUX Ta0ela MyOIMKOBaHUX
1oJaTaKka y CKOpPO CBUM CTaTUCTHYKUM ITyOJIUKaIjaMa.

Kacauje he ce BuaeTn Kako ce MPOIMOPIHje MOTY KOPUCTUTH U Y
aHAIM3M KBAaHTUTATUBHUX o0enexja. Beoma cy moromne 3a mopehema
BpeaHocTH obenexja X Ha CTaTUCTUYKHM CKYITOBHMAa Ca BEJIMKUM OpojemM
eJeMeHaTa.

PesaTuBHM nmokasare/pu

MHore ce mojaBe MOTY HM3pa3uTH TPEKO PEJIATUBHUX OJHOCA JIBa
pasznuunta obenexja. Tako ce Ha mpuMep, mocMaTpa TYCTHHA HACEJhbeHOCTH
Ka0 KOJMYHHK Opoja CTAaHOBHUKA W BEJIUYHMHE TEPUTOPHUjE, TOXOAaK pPer
capita (mo rIaBHU CTAaHOBHMKA) Kao TIOKa3aTe/b OCTBAPCHOT JOXOTKa
3eMJb€, YUCT JOXOAK I10 3aI0CIICHOM UT]I.

PeslaTMBHU mNoOKa3aTesb II0jaBe je KOJMYHHUK JBa oOenexja Ha
HIOCMaTPaHOM CTaTHCTHYKOM CKYITY.

Nzabpana oOenexja y pelaTHUBHUM IIOKa3zaTesbMMa Tpeba na cy
HajBaXKHH]a 3a o0jalImbaBamke TTocMaTpane 1mojase. Bpennoctu Tux obenexja
MOTY OMTH JUPEKTHO yTBplEeHa , MepemeM’ Ha €JIeMEHTHMa CTAaTUCTUYKOT
CKyma. Al je 4ecTo MoTpeOHO Te€ BPEIHOCTH KOPUTOBATH U HA Taj] HaUMH
nobutn OoJbe TMOKazaTesbe jJaTe TmojaBe. Ha mpumep, y mocMmarpamy
npobiema 3alTUTe Ha pajgy, OCHOBHHM TOKa3zaresb je Opoj moBpena. bosbu
nmokasaTesb je 0poj U3ry0osbeHuX pagHux catu 300r moBpeaa. OBo obemnexje
Tpeba mopeauTH ca OpojeM 3amociIeHuX y opranuzauuju. HapasHo, 6osbe je
nopeheme u3BpIIUTH TpeMa Opojy 3amocieHux y mpousBoamu (6e3
anMuHHCTpanmje). Paaum ynopenuBocTH oBa aBa  obOernexja Tpeda
U3padyHaTH YKYIIaH OpoOj paJiHUX CaTH CBHX 3allOCICHUX Y TMPOU3BOIBH U
ca BUM MOPeInuTH Opoj M3rydspbeHHX caTH 300r moBpena. Tako he ce nodbutu
HajOOJBM TOKAa3aTeJhbH OPTaHW30BAHOCTH 3AIITUTE HAa pady Koju he OuTm
yIOpeINB Ca TAaKBUM IIOKa3aTeJbuMa y pasiIMYuTUM Tpeaysehuma u y
pa3IMYUTHM BpEeMEHUMA.

3a penaTMBHE TIOKa3aTesbe j€ OJf M3y3eTHE BaXKHOCTU 0asa
MoKasaTesba, a TO je o0eNexkje ca KOjuM ce Jenu apyro obenexje. Tako ce
u300poM 6aze MoXke JohM O CAaCBUM CYNPOTHUX 3aKJbydaKa O IOCMAaTpPaHO]

9



Ocnose geposamnohe

M0jaBM Ha OCHOBY HCTUX BpeaHOCTH jeqHor obenexja X. YV Tabemm 2.2.
natu cy mojam o caoOpahajuum Hecpehama y SAD 3a 1950.roauny u
1964.roauny.

bpoj morunynmx 1950. 1964. |Cromne mpomMeHa
Ykynas 6poj 34.763| 47.700 +37
[pema Gpojy 230 | 249 +8
CTaHOBHMKa ’ ’

ITpema 6pojy 7,1 5,5 -23
ayroMoOmiIa

[Tpema Opojy mpehennx 76 57 o5
KHJIoMeTapa ' '

UsBop: National Safety Council Accident Facts, 1965.
Tabena 2.2.bpoj nocunynux y aymomoouickum vecpehama

N3 yerBpTe KOJOHE ce BuAM 1a je y 1964. romguHu monuio 1o
nosehama Opoja morunynux 3a 37%Yy ognocy Ha 1950.roguny. Takobe je
Opoj moruHyIuX npema 0pojy cTraHOBHHKA mopacTtao 3a 8%. Mehyrum, xon
Opoja MOTrUHYIUX MpemMa Opojy ayToMoOua JOMLIO je 10 cMamema 3a 23%.
Cnonuno je W ca OpojeM MOTMHYIMX IpeMa YKYIHOM Opojy mpeheHux
KUJIOMETapa.

HNupexcu

Jeman o BaXHUjUX 3a/JaTaka CTAaTHCTHUYKUX HCIHUTHBama je
npaheme W aHalM3a JWHAMHYKAX KpETama JPYIITBEHUX, CKOHOMCKHX M
MPHUPOIHUX TOjaBa. 3a OBAKBE aHAIU3E MOAIN C€ MPUKYIIJHa]y TaKo IITO Ce
y JaTUM BPEMEHCKHM HHTEpBaJMMa BpIIE Mepema MocMaTpaHe I0jaBe
IPEeKO CTAaTUCTHUKUX obOenexja U (opMHpajy ce T3B. BpEeMEHCKe cepHje
MoCcMaTpaHuX 00eNexja.

3a HajeTHOCTAaBHU]Y aHATN3Y TAaKBUX CEPUja CIy>)KUMO C€ UHICKCHMA
KOJH TIPECTaBJbajy MOKa3aTes/be MPOMEHA IMOCMaTpaHuX o0enexja y JaThum
BPEMEHCKUM MHTEepBaUMa (THEBHE MPOMEHE, MECEUHE, TOTUILELE U CI1.).

10



2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

HNupexke je 6poj Koju npedcmasma KOMUYHUK — 8PeOHOCMU
nocmampanoz obenexcia X y mpenymky t, (X,), u epeonocmu moe

obenexcja y nexkom opyeom mpenymxy t', (X,),
: X

| (t,t)= =

.

X
[TocToje nBe BpcTe MHIICKCA: IAHYAHU Y OA3HU VHICKCH.

2.2)

JIaHYaHU MHIEKCH ¢y KOIUuYHUyu 8peonocmu obenexcja X y
mpenymxky t, (X,) , u wezoge 6peonocmu y npemxo0HOM mMpenymKy mepersa

t _:L(xt—l)'

AKO BpeMEHCKa cepHja caIpiKH IMojaTKe O BPeAHOCTUMA olemexja
X'y TpeHylMMa Mepema t, mpu yemy je

to[,2,...,T],
Taja Ccy JJaHYaHW UHJEKCU JaTH HU30M OpojeBa
X X5 X (2.3)
X1 X, Xt

Hajuenthe ce oBu OpojeBu MHOke ca 100 ma ce maHYaHW WHIEKCH
u3paxaBajy mnpoueHTyanHo. Hu3 manuanmx wHzaekca (2.3) wuspaxasa
y3actonHe mpoMmeHe obenexja X. O3nagaBahemo ux ca

Io, I3, ...k,

3a epemencky cepujy 00 T nodoamaxka oobuja ce (T-1) nanuanux
uHMoekca jep ce npeu noOamax y cepuju He Modce nopeoumu ca
NpPemxoOHUM.

AKO 0] TPOLIEHTYaTHO U3PaXKEHOT MHJEKCA y TPEHYTKY t omy3mMemMo
100 no6uhemo mpoIeHTyaTHO U3pakeHy MpoMeHy obemnexja X o]l MOMEHTa
(t—1) no momeHTa t KOjy Ha3uBaMo cmona npomene. Ha npumep, ako je =
141,510 3Haum na je obenexje X mopacio 3a 41,5%,a axo je 1:=92,3onna
ce obenexje X cmamuio 3a 7,7%.

11



Ocnose geposamuohe

Hu3 naHuanux HHOEKca ce MoXe MpeactaButu rpaduuku. Ha
XOPH30HTAJIHO] OCH CE HaHOCU Bpeme (IaHu, MecellH, FOJMHE U CIl.), a Ha
BEPTUKAIIHO] OCH ojaroBapajyhe BpeaHOCTH JlaHUuaHUX WHOeKca. [[oOujeHe
TayKe ce CI0je MOJIMTOHAIHOM JIMHUjoM. Tako ce nobuje rpadukoH Koju Ha
OUMIJICIAH HAYMH TOKa3yje KpeTame MocMaTpaHor oOelexja BPEMEHCKE
cepuje. Ha Ciunu 2.1. npukasaHo je KpeTambe HHIYCTPUjCKE MPOU3BOIE
MIPEKO MECEYHUX MHJIeKca y epuony 1958-1966roaune.

JlaHyaHW WHOEKCH C€ KOPHCTE 3a aHallu3y BPEMEHCKUX cepuja
pasnmuuuTux obenexja. Ha mpumep, ako ce mocmaTpa Kperame Opoja
3aMOCICHUX U BPETHOCT MPOU3BOAKE OHJA C€ OMJIO KaKBa aHAln3a OBa JIBa
obenexja 6azupa Ha mopehemruma oAroBapajyhux JaH4aHuX WHICKCA TaTHX
BPEMEHCKHUX Cepuja.

189 roTAL _
pd

140

- J -1

Jf
120 7
A S~ I

1002\
80

1958 1960 1962 1964 1966

Cauxa 2.11 paguxon kpemarba unoycmpujcke npou3eo0re

ba3sHn WHAEKCHM cnyoice 3a UCKA3UBarbe NpomMeHe NOCMAmMpPAaHo2
obenedcja y 8peMeHCKOj cepuju y 0OHOCY HA jedaH MpeHymax meperbd cd
KOJUM JHcenumo 0a nopeoumo Hacmaie npomeHe.

12



2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

ba3uu nnaekcu cy KOJMYHUIM BpeAHOCTH obenexja X y TpeHyuma
Mepema t, mpu uemy je

tof,2,....Tl,

u BpenHocTH obOenexja X y TpeHyTKY l,. bazHm wHAeKcH u3pakeHH Yy
npoIleHTUMa 00Hjajy ce ako ce KonmmyHuim nomuoxe ca 100.

AKxo cy BpeaHocTH ooenexja X y IocMaTpaHuM TPEHYyIuMa

npejcTaBiba 0a3He MHIEKCE TIOCMaTpaHe BPEMEHCKE CepHje.

13
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2.2. PACIOAEJIA ®PEKBEHIINJA

ITocmaTpahemo craructruku ckym o N enemenara Ha kojuma hemo
WCIIUTUBATH KBAaHTUTATUBHO oOenexje X. [IpernocraBumo ma je oGenexje
X TakBOT KapakTepa Jia Ha jeJHOM EJIEMEHTY CTaTUCTHYKOI CKyIa MOXe
y3€TH caMy jeZIHy BPEIHOCT U3 CKyIia OpojeBa

{X1,X2, ...y Xi}
npu 4emy je K KoHayaH ajau He CyBHIIE BelWKH Opoj. K mpeacraBsba Opoj
MOTryhHX pazIHUUTHX BPEIHOCTH ITOCMATPAaHOT 00eNex]a.

Ha npumep, ako ce mocmaTtpa 6poj wiaHoBa foMahMHCTBA HA CKYITy
noMahMHCTaBa y jeJHOM PETMOHY OHJA je CKyN MOTyhux BpeIHOCTH OBOT
obenexja ckymn OpojeBa

{1,2,...,10}

Hcro Tako Opoj cmeHa y mpenysehuma Moxe y3etw jeaHy o
BPEAHOCTH

{1,2,3}

Kox TakBor obenexja cBe HETrOBE BPETHOCTH Ha IMOCMATPAHOM
CKYITy MOXEMO H3Pa3sUTU PACHOO0eN0M ANCONYMHUX (peKeeHyuja Koja ce
nobuja Tako IITO €€ 3a CBaKy Moryhy BpemHocT obenexja X, yTBpAU
KOJIMKO eJIeMEeHaTa CTaTHCTUYKOT CKyIa y3uMa Ty BPEIHOCT.

Osnaunmo ca f; 6poj emeMeHara CTaTUCTHYKOT CKyIa KOJ KOjUX je
X =X.

Taoa ce ckyn napoea 8pedoHocmu

(Xl, f]_), (Xz, fz) y wes ,(Xk, fk)

Ha3uea pacmojesia ancoJayTHUX (ppeKkBeHIUja nocmamparnoe obenedcja X
Ha 0amom CmamucmuiKom cKyny.

14



2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

Hajuemihe ce, panu mperneaHocTH, pacmojena aaje y Buay Taderne

(Tabena 2.2.).
Bpenunoct ArniconyTHe
obenexja X (X) dpeksenmje ()
X h
f,
fi
YKynHo N

Tabena 2.2. Pacnooena obenexcja X

[lo mpaBmily je CTaTUCTUYKH CKYyIl BeIWKH, a Opoj moryhux
BpEIHOCTH 0bOenerxja X Malu y OHOCY Ha BEIMYMHY CTATUCTUYKOT CKYIIa.

3ato HamM pacrnojena (pekBeHIMja YWMHU Macy Iojaraka
IperyieIHAjOM, a MCTO TaKO M IMOTOJHU)jOM 32 Aajby aHanuzy. Cax ce ymecto
N Bpeanoctu obenexje X mocmarpa K maposa Bpeanoctu (X;, fi) u mpu Tome
ce He ryOM HMIITA y YKYITHO] KOJIWYMHU MH(OpMAaIMja Koja je caapikaHa y
THUM HOJaluMa.

[IpernocraBuhemo na je obenexje X HEMPEKUIHOT THIA U J1a MOXE
y3eTH OMIIO Koju peaiaH Opoj u3 mHTepBana (& b). Murepran (& b) moxe
OuTH KOHAYaH UM OECKOHAYaH.

Tooenuhiemo unmepsan (&; b) na K noounmepesana

dp-a1, A1-A2 ..., A-1-Sk,

npu uemy je 8 = a, a = b, xoje hemo 36amu rpynHn MHTEPBAJIN.

15
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Ha ocHOBy u3MepeHUX BpemHOCTH oOenexja X Ha eIeMEHTHMa
CTaTUCTHUKOT cKyma onpelyje ce pacmoaena gpekBeHIMja Tako IUTO ce 3a
CBaKM TPYNHH HHTEpBAT &.1-&. YTBpAM OpoOj erneMeHaTra CTaTHCTHYKOT
CKYyTIa KOJI KOjUX BPEeTHOCT X yIaja y Taj HHTEepBaJl, Tj. KOJ KOjHX je

1< X<q;
3a cako i[0{1,2, ..., kK}. O3naunmo Opoj Tux enemenara ca fi. /loOujena
pacrnioziena ppeKBeHIMja mpruka3ana je Tabenapuo (Tabena 2.3.).
['pynau ArniconyTHe
WHTEPBAIU dbpekBeHIHje
Q- a f;
a - a .
Qg T fi
YKynHo N

Tabena 2.3. Pacnooena obenexcja X

I'pynau unTepBanu y TabGenu 2.3. He Mopajy OUTH jeJHAKE JYKUHE.
Hajuemthe cy npBu um mocineamu HHTEpBaN HajBehu W ca HajMambUM
¢dpexBennujama. Jlyxxune ocramux (K-2) wHTepBana 3aBuce O HHUXOBOT
Opoja 1 o] 1ojaBe Kojy u3paxkana ooenexje X. OapehuBame Opoja rpymHUX
WHTEPBaJia CE€ BPIIH BEOMa Pa3IUIHTO.

Boau ce pauyHa ga mpeBenuk Opoj MHTEpBajia OTEXaBa aHAIN3Y U
YMHU TojaTtke HemperjaenHuMm. Ca japyre cTpaHe, HpeBUIle Maiu Opoj
MHTEpBaIa HE CAAPKU JOBOJBHY KOJMUYMHY MH(OPMAIHja O CTAaTUCTHYKOM

CKYILY.
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

[Ipu onpehuBamy rpymHHX HHTEpBaia Tpeda ce MpHIp)KaBaTH
cneneher mMpUHIUTA: 00pedumu Opoj u OyxycuHe ZPYRHUX UHmMeEPEANd
mMaKko 0a OHU caoprice MAKCUMAIHY KOJUYUHY UHGopmayuja y3 mwuxoe
MUHUMANAu 6poj.

VY by oapehuBama onTUMaTHOT Opoja K rpyrmHuX MHTepBaia
3a craTUCTUYKH cKym oA N enemeHara, 4ecTto ce Kopuctu Stur ges-oBo
PaBUIIO:

k=1+3.3logN

PesaTruBHe ¢ppexBeHunje

Pacriogena amconyTHux (pekBeHIMja je TOACCHA 3a aHAIM3y H
nocMaTpame MojeTMHIX o0elexja 0J1BOjeHO.

MehytuMm, ako Tpeba mopemutu obenexje X Ha JBa WIM BUIIE
CTaTUCTHYKUX CKYIIOBA, OHJA arCoJyTHEe (pPEKBEHLHUje HE OJpa)kaBajy
yIIOpeIuBe peasHe H3HOCE.

Hcto Tako, ako Tpeba mopenutu obenexje X ca HEKUM JAPYTHM
obenmexjeM Y Tama HaM arncosyTHe (GpeKBeHIMje He oMoryhaBajy TakBa
nopehema. 3aTo je moTpedHO ancoiayTHe OpojeBe MPETBOPUTH y PEJaTUBHE
Y aHAJIN3Y BPLIMTH HAa OCHOBY T3B. PEJIATUBHUX (DPEKBEHIIHUja.

[IpernoctaBumMo na obenexxje X UMa HEKYy OJ pacrojena
ancoryTHUX (ppekBeHnuja aarux Tabemama: Tabema 2.2. u Tabena 2.3. 3a
CBaKM TPYNHUM HMHTEPBAJI W 3a CBaKy BpEOHOCT olenexja X oIpeauMo
penaTuBHY (GPEKBEHITN]Y KA0 KOJMYHUK.

_ 5

PN

npu demy je i{1, 2,..., k}, a ca pj cMO 0O3HAUMIM BPEIHOCTH peJIaTHBHE
¢pexsenuuje. Ha Taj HaunH ce no0uja pacrnozena pelaTUBHUX (pEeKBEHIIN]a
kao y TaGenu 2.4.
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Ocnose geposamuohe

Bpennoct ArcoJiyTHE PenaruBue o PeeHaeTHBH.Z
obenexja X ¢bpekBenuuje | (pexBeHIHje PEKBEHIIIE ¥
MPOLIEHTUMA
X) (f) (P) (%)
_ f - f
%~ ! Pr= N p, (100
f
f = _2
a, - a, 2 P2 = p, (100
a_, - a, fi P, = i Py 100
N
YKynHo N 1,00 100,00

Tabena 2.4. Pacnodena peramushux ¢pexeenyuja”

PenatuBHe (pexBeHnmje cy OpojeBH KOju 3a70BOJbaBajy ciieneha

JIBa yCJIOBA:

PenatuBHe u amcomyTHe ¢pekBeHIMje ce Hajuemhe 1ajy y jeaHo]
ucroj Tabemu kao mro je To y Tabemm 2.4 mpukaszaHo. [IporeHTyamHo
U3pakaBambe peaTUBHUX (DpEKBEHIIMja YMHU MX MOTOAHMJUM 3a mnopehema

Dpi=0,3acBakoill{1,2, ..k} u

1 32 TpauIKO MPEICTABIHAILE.

i=1

k
pitpt .. tp=L1. > p =1

Y Ako je obenexkje X MPEKUITHOT THTIA OHJIA Y TIPBOj KOJIOHW YMECTO TPYITHUX HHTEPBAIA

cTOje oaroBapajyhe BpeIHOCTH TOT 00CNexK]a.
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

Pacnonene  ¢pexkBeHmMja Ccy cacTaBHM JIe0  IIyOJHMKaIuja
CraTHCTHYKOr CHCTEMa M 4YeCTO YHMHE II0JIa3HYy OCHOBY HCTpPaKHMBamba
JPYIITBEHNX, EKOHOMCKHX WM IPUPOTHHX IIpOIIeca.

KymysaruBHe ¢gpexBeHunje

VY ananuzama Hekor obernexja X Ha CTAaTUCTHYKOM CKYILy YECTO Hac
WHTEpecyje oaroBop Ha cienche mnurame. Kommko wma eneMeHara y
CTaTUCTHYKOM CKYITy KOJ KOjux oOenexje X uMa BPEeAHOCT Mamy OJ] HEKOT
yHampea gaTor opoja X?

Ha mpumep, wHTEpecyje Hac KOJMKO HMMa paJHUKA ca JHUYHUM
noxorkoM MamuM ox 4000 auH, WwiM KOJIHMKO #WMa OIIITHHA ca
HallMOHAJTHUM JOXOTKOM IIO TIJlaBU CTAHOBHHKA MambUM O[] HpOCC‘IHOI‘
HallMOHATHOT A0X0TKa y Penmy6muiu Cpouju u ci.

Jla Oum nakiie IOUIUIM 70 OATOBOpA Ha OBAaKBA MUTama CIYXXKHMO Ce
T3B. KyMyJlaTUBHUM (peKBeHIIMjaMa Koje ce oapehyje Ha oOCHOBY
aTiCOIYTHUX WJIU pEJIAaTUBHUX (PPEKBEHLIH]a.

U3 pacnooene ancorymuux @pekseHyuja peOHOCm KyMYIamueHe
Qyukyuje 3a \-mu epynHu unmepsan dobuja ce Kao ce cee (ppeksenyuje 3a
npemxoone unmepsaie cavepy. Taxo he ce dobumu oa je

C=f1+fo+ .. .+f;,

sa 141, 2, .., K}, a G osnauasa kymynaTuBHy (peKBeHIUjy i-moe
2PYNHO2 UHMEPBAIA.

Kan ce kymynartuBHe ¢pekBeHLHje C; mojene ca OpojeM ereMeHaTa
CTATUCTUYKOT CKymna qobuhe ce penaTuBHE KymMyJlaTUBHE (DPEKBEHIIN]E KOje
o3HauaBamo ca Fj u koje cy nare ca

F =

zZ |_o

3a cBako i[{1, 2, ..., k}.

Pacriogena kymynaTtuBHHX (peKBEHIIMja TMpHUKa3aHa je TabelapHO
(Tabena 2.5.)
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Ocnose geposamnohe

r HU ATICOIYTHE KVMVIaTHBHE Penarusue
I/IHlI“)ey;Sa)II/I (bpeKBeIZI{Hj e (b}ll)el}(IBeHL[Hj e KyMy.]'IaTI/IBI-.Ie
bpekBeHIHje
X f c
C
Q- a fy ¢ =f, F=a
N
C
f F. ==2
& ’ c,=f,+f, >N
8y ~ & fi c =f, +f,+..f F _G _
N
Toran N

Tabena 2.5. Pacnoodena xymynamugnux ¢hopexsenyuja

PenatuBHe kymynaTUBHE (pEKBEHIMjE€ CE€ MOTY OJAPEAUTH U U3

penatuBHUX QpekBeHuuja. Haume, u3 uspasa 3a C u F Buau ce na je

OJHOCHO

3a cako i[{1, 2, ..., k}.

20
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o
N

PenatuBHe KymynaTuBHE (PpeKBeHIIN]E
Fi, Fo, ..., B

4yKMHE jeaaH Heomnaaajyhu Hu3 peanHux Opojesa u3 uaTepsaia [0,1].




2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

2.3. TPAONYKO INPUKA3SUBAIBE PACIIOAEJIA
OPEKBEHIINJA

Jla Ou naKimie yoUuiaM U UCTAKJIM IJIaBHE KapaKTEPUCTHKE PacIofese
¢pekBeHLMja HEKOr olenexja X Ha MOCMAaTPAHOM CTATUCTUYKOM CKYITY
CITY’)KUMO ce TpaduKOHUMA.

I'paghuxone pacrionena QppekBeHIja KOHCTPYUIIEMO TaKO LITO Ha
XOPH30HTAIIHO] OCH HAHOCUMO BpeaHoCTH obenekja X (ako je X MpeKuaHor
THUIIA) WIM TPaHUIE TPYHHHX MHTepBaia (ako je X HENpPEeKUJHOT THIIA).
Ymecrto rpaHuna Ha ocu X ce MOTy HAaHOCUTH CpPEIMHE TPYITHUX HHTEpBaJa.
Kox rpadukona anconyrHux (pekBeHIHja Ha ocu Y HAHOCHUMO BPEIHOCTHU
oarosapajyhux ¢pexBeHIHja 3a TPYIHU HHTEPBAI WIH 32 BPEIHOCTH X H
KOHCTPYHUILIEMO TPAaBOYTaOHHKE W3HAJ TPYIMHHX HMHTEpBaja ca BUCHHaMa
jennakuM (pekBeHIIMjaMa. AKO TauKe KOje OJroBapajy cpeanHama IpyImHuX
UHTEpBaJa U (PEKBEHIMja CIOJUMO Ay)XHMa J00uMheMo T3B. moauzon
anconymuux ¢ppekeenyuja. llpumep: Tabena 2.6.u Ciuka 2.2.

(X) (f) (P) (©)
2,25-2,35 2 0,01 2
2,35-2,45 23 0,11 25
2,45-2,55 49 0,23 74
2,55-2,65 63 0,29 137
2,65-2,75 45 0,21 182
2,75-2,85 25 0,12 207
2,85-2,95 3 0,01 210
2,95-3,05 4 0,02 214

YkynHo 214 1,00

Tabena 2.6. Pacnooena obenexcja X

21



Ocnose geposamuohe

50 | / \ ]

N / \\ |
20| / \ ]
1: I ’?Z |

225 235 245 255 265 2,75 2,85 2,95 3,05

Cnuka 2.2. Ilonueon u pacnooena gppexsenyuja odenedxcja X

3a Hac Cy Haj3aHUMJBHBHUJU T3B. XUCHIOZDAMU KOjU CIIY)KE 3a
NpUKa3uBamke pacrojena peilaTuBHUX ¢pekBeHuuja. KoHcTpyuimemo ux
TaKO ITO HA OCH X HAHOCHMO CpEIWHE TPYIMHHX WHTEPBAJIA, a 3aTHUM OKO
TUX Tayaka KOHCTPYMIIEMO TIpaBOYraOHHMKE 4YMje he NOBpIIMHE OUTH
jemHaKe BpEIHOCTUMA PEIATUBHUX (PPEKBEHIIH]A.

Axo je nayxuHa I-Tor uHTepBana d =§ -—a_, OHIAa BHCHHA

IPaBOYraOHWKa M3HAJ TauKe X :%, Tpeba na je h :&, npu 4emy

i=1,2,....ka poarosapajyha penatiBHa GpeKBeHIH]a.

Tako ce Ha mpuMmep 3a mojaTke U3 Tabene 2.6. roOuja xucrorpam
maT Ha ciouny 2.3.
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2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

i

30 |
p H
h =-—- /\
'ToL 2s| RN
/ N
20 | / \
\
151 / \
) \
10 | / \
/ \
05 F 0,01 4011 |023 |020 021|012 \0.01 0,02
1 1 1 1 1 1 N 1 .

23 24 25 26 27 28 29 30

Cruxa 2.3. Xucmoepam peramusHux ¢pexsenyuja

Xuctorpam je Beoma morojian 3a nopeheme pacmojena GppeKBeHIrja
jeaHor oberekja Ha BHILE CTATUCTHUKUX CKyMoBa. Tako ce Ha mpumMep ca
Cnuke 2.4, Ha K0joj Cy AaTu XucTtorpamu obenexja X — nse kiace A u B,
BUAM Ja TOCTOje pa3jimke y pacmojenama. Y kiacu A Behe Bpemnoctn
obenmexja X cy KoJa BeTUKOr Opoja ejlemMeHaTa MOCMATpaHOT CKyma, a y
kiacu B je oOpHyTO.

40 T T T T T T T T T T
klasa B

klasa A

20 |

10 |

205 215 225 235 2z45 255 2465 2,75 285 295 3,05

Cruxa 2.4. Pacnooena obenesicja X Ha 08a ckyna
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Ocnose geposamuohe

KymynatuBhe (pexBeHIMje ce Takole MOTy MpUKa3aTH U rpaduuku
Kao mro je naro Ha Ciouuu 2.5.Ha K0joj cy mpukasaHu nojainu u3 Tabene

2.6.

214

200 |-

150 |

100 |

50 L

o]

ne vide od...

ne manje od...

100

0

2,25 2,35 2,45 255 2,65 2,75 285 205 2,05

Cauxa 2.5. I'paghuxon kymynamusnux ghppexeenyuja

Ha ocnosy xucmoepama Koju 00208apa pacnooenu peiamueHux
@pexeenyuja nHenpekuoroe odenexcia X, modice ce uzabpamu Kpusa IuHuja
koja he anpoxcumupamu nocmamparny pacnooeny ¢pexsenyuja. Ta kpusa
Junuja ce 306e 3aKOH BepoBaTHohe wuru ¢yHKIHja TrycTHHe U
npeocmassba SpanudHu 0OIUK XUCMO2SPAMA aKo ce Opoj elemeHama y
CMamMuCmuykoM CKyny HeocpanuueHo nosehasda, a OydCuHe 2pYNHUX
UHMEPBANA HA OCHOBY KOJUX NPABUMO XUCMOSPAM HEOSPDAHUYEHO CMAFbY]Y.

TakaB jenan 3akoH BepoBaTHOha nat je Ha Cruim 2.6. OnpehuBame
3aKOHa BepoBaTHOha Ha OCHOBY IoOJaTaka O BPEIHOCTHMA Yy KOHAYHOM
CTaTUCTHYKOM CKYyIly TpeACTaB/ba jeAaH OJ OCHOBHUX mpoOiemMa
aHAJIUTUYKe cTaTUcThKe. Kaj ce yTBpaM TauHO 3aKOH BepoBaTHOha koju
OJIrOBapa JaTUM MeEpemuMa MOXKE Ce€ CMaTpaTH Jia Cy YCIEHIHO pPELICHU
CKOpPO CBH TpOOJIEMH BE3aHU 32 OJUTy4HBamka Ha OCHOBY IOCMAaTpPaHOT
obenexja.
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/

\

Cruxa 2.6. 3axon eeposamnoha

4

5
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Ocnose geposamnohe

2.4. CPEJILE BPEJHOCTH

Kopucrehu penatuBHe OpojeBe u pacnopneny (ppeKBeHIIHja MOXE ce
crtehu M3BecTaH TJIOOATHU YTHCAK O MOCMAaTpPaHO] MOjaBU M IMOCMaTPaHOM
CTaTUCTHUYKOM cKymy. Mmak 3a Iajby W CBPCUCXOIHM]Y aHAJIHM3y MOTpeOHE
Cy HaM TpEIU3HH]je METOoJe KojuMa heMo Macy CTaTUCTHYKHUX TOoJlaTaka
00paguTH TaKo Jia MOCTaHe YIOTPeOIbHBA Y MPOLECY JOHOUICHA OJUTYKA.

AHanM3y CTaTHCTHYKHUX IT0JIaTaKa MOJKEMO BPIIUTH Tako mTO hemo
neuHUCATH U3BECHE MOKa3aTesbe WM MmapaMeTrpe, uyije he HaMm BpeIHOCTH
u3paxkaBaTH oJpeheHe CcymMapHEe KapaKTepHCTHKE JaTHUX II0/aTaka.
Bpennoctu yrBphenunx mapamerapa omoryhmhe IoHOLIEHE 3aKkJbydaka O
onpeheHo] TOjaBHM WM TIPOLECY KOJU Cy H3PaKEHH IOCMaTpaHUM
noJauma.

[IpBa rpyma TakBUX MapaMmeTapa Cy T3B. Cpedre 8peOHOCHU VI
npoceyu. Beoma 4ecTto ce KOpPHCTE M Y CBAKOJHEBHOM XHBOTYy. Hamme,
CBAaKOM j€ TMO3HATO HITa 3HaYU MpPOCEYaH JUYHU J0XO0JaK, IPOCEYHa CTOMa
pacra, Wi IpoceyHa MPOIAYKTUBHOCT U ci1. OBH napaMeTpH MoKaszyjy HEKy
IEHTPAJIHY BPEIHOCT IOCMaTpaHor obenexja X Ha eJIeMEHTHMa
CTAaTHCTUYKOT ckymna. [loxespHO je ma cpelme BpeaHocTH nMmajy cieache
ocoOuHe:

* AKO cy cBe BPEIHOCTH IocMaTpaHor obenexja X Ha CTaTUCTHYKOM
ckyny mel)ycoOHO jenHake, OHIa U BbUXOBA Cpe/ha BPEIHOCT Tpeda
Jla je jeHaka T0j BpEAHOCTH;

* VYV JaroM CTaTUCTUYKOM CKyIy IIOCTOjH HajMama M HajBeha
BpeIHOCT mocmarpaHor obenexja X. Cpenma BpeTHOCT Tpeba 1a je
Beha on1 HajMame, a Mama oJ1 HajBehe BpegHocTH obenexja X, u

e Cpenma BpeaHOCT Tpeba J1a 3aBUCH O]l CBUX BpeAHOCTH obemnexja X
HA IIEJIOM CTaTUCTHUYKOM CKYITY.

VY oBy rpymy mapameTapa crnajiajy. apuTMETHYKa, XapMOHHU]CKa U
reoMeTpHjCcKa CpelnHa, 3aTUM MOJIYC U MeJlijaHa.
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2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

ApUTMETHYKA CpeaAuHA

VY CBakOAHEBHOM JKHMBOTY HajBHIIE C€ KOPHCTU apUTMETHYKa
CpenMHa Kao Cpelba BPEAHOCT. 3aTO C€ YeCcTO MOJa IOjMOM ,,IIpOceK”
MHUCIIA Ha QPUTMETUUKY CPEIHUHY.

ApUTMeTHYKA CPeMHA HU3a Opojesa je 6poj Koju ce 0oduje kao ce
FUX08 30Up nodenu ca yKynHum 6pojem uiaHo8a moz Hu3d.

OCHOBHH METOJ M3pauyHaBamba apUTMETHYKE CPEAMHE je MCTH 3a
HErpylHHcaHe U rpynucaHe noaarke, a GopMyse ce Majio pa3iukyjy.

[TocmaTpajmo cratuctuuku ckynm onx N ememeHata Ha Kojuma
UCIIUTYjeMO KBaHTHTATUBHO oOenexje X. Heka cy yrBphene cnenehe
BpeaHOCTH oOenexja X KoJ eJeMeHaTa CTAaTUCTHIKOT CKyTia:

X1, X2, ooy XN

Tana je apuT™MeTHuKa cpeauHa odenexja X jeqHaka

>_<=%(X1+Xz+---+ X)

M Kpahe Hamucano
(2.4)

npu uemy je X (,ukc 6ap”) o3HaKa 3a apUTMETHUKY CpeIuHy obenexja X.

Axo je obenexje X mpekugHOr THMAa ca K MOryhmx pasiuauTux
BPEAHOCTH

X1, X2y ooey %

Taza Cy BpeAHOCTH oOenexja X Ha CTATUCTUYKOM CKYIy JaTe PacroaesioM
dbpekBeHIyja,

X X1 X2 ... X
f f. o ... &

IpH 4eMy je
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X=—>x LT (2.5)
NZ

jep y umspasy (2.4) mehy OpojeBuma Xi, Xz, ..., Xy KOjU oOjaroBapajy
BpeAHOCTHMAa X Ha €JIeMEHTHMa CTaTUCTHYKOr cKyma, f; oBux GpojeBa
umahe BpeaHoct Xi, f, he umaru BpeaHocT Xp, utn., fx he umaTu Bpemmoct
Xk, 12 Y FbHXOBOM YKYITHOM 30Hpy TpeOa cBako X; momHoxuTH ca fi. Tako ce
no6uja hopmyia gara uzpasom (2.5).

U xonauHo mpernocraBuhemo aa je obenexje X HEMPEKUIHOT TUMA
U J1a Cy HEroBe BPEAHOCTM HAa CTATHCTHYKOM CKYIy AaTe pacrojesioM
(dpekBeHLyja, IpH YeMy je

X d—a a—a Q-1 — &
f f1 f fi

k
> fi=N (2.6)
i=1
Jla Ou TauyHO OApenUIM aPUTMETHUKY CPeAMHY 3a 0BO obenexje X
cmatpaheMo Ja CBH €1eMEHTH CTaTUCTHYKOT CKyIa KoJ KOojux obemnexje X
ynaja y jeiaH TpylnHy HHTepBall, UMajy UCTy BpeaHocT. HajmpuxsaTipuBuje
j€ I1a 3a Ty BPEIHOCT y3MEMO CpeJIMHYy oJiroBapajyher uHTepBaa.

3aro hemo y ciydajy Kaj je Ay>KHHA MPBOT M HOCIEIHET TPYIMHOT
VHTepBaJa NPUOIMKHO jeIHaKa JJyKHHH OCTaMX HHTEpBaua, I-TOM
UHTEpBAIly MPUIPYKUTU BPEAHOCT 00eexkja X; Koja je jeHaKa
a_.+a
X = i-1 i 27
| =2 @)
3ai=1,2, ..., k.
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

AKO ce MpBU U MOCTEAKU IPYINHA WHTEPBAI 3HATHO PA3NUKY]jy IO
TYy’)KUHU OJ1 OCTAlIMX MHTEPBaia, WU aKo je€ HeKH Oof lhuX OeCKOHAYaH, Taaa
hemo 3a X1 ¥ Xk Y3€TUX BPEAHOCTH

d d
= -—, e +—,
)<1 al 2 Xk a(—l 2 (2'8)
rae je d mpoceuna ayxkumua mpeoctanux (K-2) matepBama. Tako he ce
noburtu cnenehu HU3 Tayaka Ha pearHoj OCH.

_ d
X, X Xk_Q<—1+§

8 =aa & g 44 8 =b

AputmeTnuka cpeauHa obenexja X garor pacmomenom (2.6)
jenHaka je

_ 1

x==> x0f (2.9)
N i=1

py 4eMy Cy BpeaHocTH X; oapehene mpeko (2.7)u (2.8).

ApUTMETHUKY CpEOUHY MOXKEMO OJpPEIUTH U U3 paclojeie
penatuBHUX (pekBeHuja. C 063upom na je

-
' N
3a cBako 11(1,2, ..., k),To ce uspa3s (2.5), oqrHocHo (2.6) 3a apuTMETHUKY

CpeAMHY MO>KE HalMCcaTH U y O0JIHKY

x=) x0h (2.10)
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ApuTMETHUYKa CpeHa UMa CBE TPU OCOOMHE KOje Cy MOXKEJbHE 3a
JeAHy cpelliby BpeIHOCT. 3aucTa

1. AKko cy cBe Bpennoctu Obelezja Xua mocmarpanom CKymy jeaHake,
Tj. aKo je 3a cBako i=1,2,...,N X, =C, rana je

Y:iN (t=cC
N

IITO 3HAYM 1a X UMa ocobuHy 1;

2. Heka je X HajMaHja BpenHocT ofenexja X y IOCMaTpaHOM
CTATUCTUYKOM CKymy. Jlako je mpoBepuTH na je X > X. Ako je X
Hajeha BpemHoCcT oOenexja X y MocMaTpaHOM CKyIy, Tajaa je
X <X, a To 3Ha4u Ja X HUMa ocoOmHYy 2, Tj. Beha je o1 HajMame, a
Mama o] HajBehe BpeTHOCTH ITocMaTpaHor o0emnexja y JaTOM CKYIYy;

3. U3 u3paza (2.4) kojuM je nepuHUCAHA apUTMETHYKA CPEIHHA BUIU
Ce Ja TOCTOju JHUPEKTHa (PYHKIIMOHAJIHA 3aBHUCHOCT OJI CBHUX
BpenHOCTH obenexja X.

[Topen oBuX ocoOMHa apUTMETHYKa CpEeJMHAa MMa M HEKEe Ipyre
ocobuHe koje he Ham moMmohMm na Jakiie HMHTEPHIpPETHpaMo JOOHjeHe
BPEIHOCTH OBOT mapameTpa. McTo Tako Heke o mux he HaMm MOCITyXHUTH 3a
JaKIa payyHamba apUTMETHUKE CPENHE.

Ocobuna 1. 36up oocmynarwa epeonocmu obenedxcja X Ha
NOCMAMPAHOM CKYHY 00 PUXo8e apummemuyke cpeouHe je jeOHaKo Hyau,
mj.

i(xi -X)=0 (2.11)
00HOCHO
2 (=% f=0

Kao je X oamo pacnodeiom ¢hpexsenyuja.
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

Jlokaz. PacraBbameM Ha JBa 30upa JeBe cTpaHe m3pasza (2.11)
nobuhe ce

i(xi —7<):ZN: X — NI

Ca npyre ctpaHe W3 u3paza KOjuM je neduHMcaHa apUTMETHYKA
cpenuHa 106mja ce

N
D X = NIX
i=1
TaKo Ja je
N _
D (X; =% = NX- NOX=0 (2.12)
i=1
a To je u Tpedao MPOBEPUTH.

Ocobuna 2. 36up xeadpama oocmynarea 6peoHocmu ooenexcja X Ha
eleMeHmumMa Cmamucmu4koe cKyna 00 ouno Kkoe opoja a je najmarou axo je
a=Xx,mj.

N
D (X; - &)?* = minimum (2.13)
i=1

3a a=X.

Joka3. O3naunmo ca F(a) ¢yHkuujy koja mpencraBiba JIEeBY
ctpany uspasa (2.13)./1a 6u oapemunu MuaumyM ¢yuaknuje F(a) moxemo

KOPUCTUTH U3BoJie. Anu hemo oBlie TO ypaauTu jeaHocTaBHUje. DyHKIIHja
F(a) je

F(a) = i(xi -a)? (2.14)

JlonaBameM W Ofy3uMameM X y Majoj 3arpamd y Gpyakuuju F(a),
KBaJIpUPAEM U pacTaBJbalkbeM Ha TpH 30upa gobuhe ce
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Ocnose geposamnohe

FE = (X R 2 (X~ W0 9+ 2 O #
OJHOCHO _ _ _
F@ =3 (X~ 20 A, (X -9+ Nox ¥ (@219
W5 ocobune 1. cnezL_I/I R p— £2.15)j €JTHAK HYIH TAKO /13 je
F(a) =ZN;,(Xi -X)?%+ N(x- 3° (2.16)

[IpBu uwnan Ha neBoj crpaHu m3pasza (2.16) He 3aBucu on @ W MMa
HEHEraTHBHY BPeTHOCT. J[pyTH WiaH je Takolje HeHeraTUBaH U 3aBUCH O] a .
MunuMmanny Bpeanoct ¢pyuknuja F(a) he umaru 3a oHO a 3a Koje aApyru

YlaH ¥WMa HajMamy BpemaHocT. To he Outm y cinydajy kam je X—a=0,
OJHOCHO X =a.

Ocoouna 3. Axo usmehy obenexcjia X u Y koja ce ucnumyjy Ha
JjeOHom cmamucmuukom CKyny, HOCMOjU JUHeApHA 3d6UCHOCM, madd
nocmoju  ucma maxeéa 3Aa8UCHOCI U U3Mely MUXO08UX aAPUMMEMUYKUX
cpeouna, mj. axko je

Y=aX+b (2.17)
maoa je

y=ax+b (2.18)
npu uemy ¢y @ u b peannu 6pojesu (a#0), X u'y apummemuuxa cpeduna
obenexcja X, o00nocno Y.

Jloka3z. V3 nuueapHe 3aBucHoctu (2.17) cinemu na je 3a CBaky
BpeaHOCT oOenexja X, oaroBapajyha BpemHocT obenexja Y jeaHaka

Yi = aXi +b (2.19)
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

AputMmeTnuka cpeanna obenexja Y je

OJITHOCHO
1 N
y=aGNZXi +b (2.20)

[Tomrro je

TO 3HA4M Ja je u3 u3pasa (2.20)
y=ax+b
a To je u Tpedajo MPOBEPUTH.

Ocobuna 4. [Ipemnocmasumo 0a Ha jeOHOM CIMAMUCIMUYKOM CKYNY
00 Nj enemenama obenedcje X uma apummemuuxy cpeoury Xi, d Ha Opyeom

ckyny 00 Ny enemenama uma apummemuuxy cpeouny Xz. Taoa je
apummemuuxa cpedura 3a X Ha 00a cmamucmu4ka cKyna 3ajeo0Ho jeOHaka
M36. HOHOEPUCAHO] APUMMEMUYKO] CPEOUHU

(2.21)

Jloka3z. Axo ca Xl,Xz,...,XNl, OJTHOCHO X, Xz,...,XN2 03HAYNMO

BpeaHOCTH o0Oenexja X Ha eJIeMEHTHMa IPBOT, OJHOCHO JPYror CKyTa,
apuTMETHYKa cpeirHa 00a ckyma ouhe jeqHaka
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N {ix+§x} (2.22)

[Tomro je
ZK=MmiZK=M% (2.23)

3aMeHOM y u3pa3 (2.22) nodbuhe ce (2.21),0nH0cHO 0cobuHa 4.

Ocobuna 5. I[locmampajmo S cmamucmuuxkux ckynosa ca N,
No,...Ns, enemenama pecnexmusno u ca apummemuykum CcpeoUHAMA

X, X, ... X. Taoa je apummemuuxa cpeduna obenedxcje X Ha c6um

CKYNOBUMA 3ajeOHO jeOHAKa NOHOePUCAHO] apUMMemuyKoj cCpeouru
1 S
X:Nz N, (% (2.24)
i=1

npu wemy je N ykynan 6poj enemenama ceux cmamucmudkux cKynosea.

Jlokaz. Taunoct uspaza (2.24) Moxe ce MPOBEPUTH HA OCHOBY
ocobune 4. koprctehy IPUHIMIT MaTeMaTHUKe WHAYKIH]e.

HaBenene ocoOuHe apuTMeTHYKE CpelnHe oMoryhaBajy y H3BeCHHUM
cllyyajeBUMa 3HATHO JIaKIla M TayHHMja padyHama. Ako je obenexje X
HEMPEKHUTHOT THIIA U JIATO pacroaesioM GpeKkBeHIr]a

X G~ AT . Fg T

f fl f2 fk

Taja ce MoroJHuM u300pom aBa 6poja A u d MOXKe yBECTH CMEHa

X-A (2.25)

TaKo Jia ce ymecTo OpojeBa X, X,,...,X, 100Ujy Mawmu OpojeBU Y,,Y,,..., Y,

Koju he OWTH MOTO/THU 32 payyHambe.
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

Kan cy rpynHu uHTepBaiu jenHaku, onjaa 3a d Tpeda y3eTu qyKuHy
TPYITHUX MHTEpBaja, a 3a A y3eTH CpeIHHy OHOT HMHTEpBala KOjH HMa
Hajsehy ¢pekBennujy. ¥ ToM ciydajy BpemHoctd 3a Y he OuTH 1enm
Oopojesu O, *1, *2,...ma je mako 3a Y cpayyHaTH HETOBY apUTMETHUKY
cpeauny. U3 penammje (2.25) u Ocobune 3. cieau 1a je apuTMETHYKa
cpenuHa X jeqHaKa

X =dy+A

VY mpakcu Cy 4ecTH Ciy4yajeBU KaJ HaM je Mo3HaTa CpeJrHa jeaHOT
o0erexja, a JKeJIUMO J1a OAPEAUMO CPETUHY HEKOT Ipyror o0elexja.

Ha mpumep, ako je MpOCEYHH HETO JIMYHU JOXOAAK Y jE€IHOM
npenxyzehy X =5000 nunHapa, kakaB Ou OHO TpocedyaH JHYHHU JTOXOJAK
nocie nosehama? Heka je o 3aBpiiHoM pauyHy npuxBahen npeasor 3a 8%
nosehama u Turyc 300 quHapa 3a cBakor pagHuKa 3a ToTu 00pok. Kommku
he OuTu mpoceuan TUYHU JOX0MaK? AKo je X camallmy JTUYHUA JOXO0JaK, a
Y HOBU JIMYHH JI0XOJAK, Taja je

Y = 105X +300
Te ce u3 Ocobune 3. nobuja na je

y = 105x +300
OJTHOCHO

y = 5350 nunapa

To je mpoceyHn TUYHH JOXOMAaK mocie nosehama. Kao mro ce Buy,
3a WHEroBo ojipehuBame HUje HaM OWJIO0 TOTPEOHO padyHAHE JUYHUX
JOXO/IaKa CBHX paJHWKA, Ma Ha OCHOBY THX padyHama YTBphUBame
npoceka.

YecTo ce CTaTUCTUYKH CKYIIOBU CACTOje M3 T3B. cmpamyma. Axo je
yeo CKyn nodemeH Ha NOOCKYnose Koju ce melycooHo uckmyuyjy, oHOa
Kascemo 0a je mo cmpamu@ukosany Cmamucmuyky cKyn, a oo2osapajyhu
NOOCKYNOSU CY CIPAmyMU.

3a crpaTu(UKOBaHU CKyN CTaTHUCTUYKH MOJAIM CE€ MPHUKYIIbajy
OJIBOjJEHO MO CTpaTyMHMa M BpIIM C€ IUXOBa 00Opama Takohe 1m0

35



Ocnose geposamuohe

CTpaTyMuMa. AHanM3a IEJOr CTaTUCTHYKOT CKyla H3HUCKYje JI0JaTHa
padyHama Ha OCHOBY CBHX IOJaTaka, a TO je HeKaJ W Hemoryhe ypaauTu.
3aTo ce Mopajy 3HaTH METOJE 3a 00pajy mojaTaka koje he omoryhutu ga ce
Ha OCHOBY pe3yJiTaTa aHajM3e IO cTpaTymMHuMa Jole 10 pesyirara 3a Ieo

CKYyTI.

I'eomerpujcka cpeauna

VY ananm3ama BpEMEHCKHX CepHja HajIIOTOIHUja Cpeliba BPEIHOCT je
T€OMETPHUjCKa CPEIUHA.

I'eomeTpujcka cpeauna nuza opojesa je N-mu xopen uz npouzeooa
mweeosux unamosa. Hexa cy Xi, Xp, ..., X 6peoHocmu nocmampanoe
obenedcja X Ha eremenmuma cmamucmuuxoe cxkyna. Ieomempujcka
cpeduna obenedicja X je jeonaka

G="/X DX, [.0X, (2.26)

Kan je obenexje X gato pacnojaenom GpekBeHIH]a,

X X1 X2 Xk
f f1 fa k

TEOMETPHUjCKa CPEeIUHA j€

G =/ x" D7 .0y (2.27)

jep ce cBaka BpeJHOCT o0eneskja X mojasibyje fj myra.

Ha Ou ompenwyii T€OMETPUjCKY cpeauHy 3a cBako N BpemHoCTH
obenexja X Mopajy OMUTH MO3UTHBHE. 3aTO je M yNOoTpeda reoMeTpujcke
CpeIMHE OTpaHWYCHA CaMO Ha OHA 00eJekja Koja Cy MO3UTHBHA.

JloraputmoBameM mu3pasa (2.26)noo6uhe ce

log G = %i log X, (2.28)
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

IITO 3HAYM JIa je JIoTapuTaM FeOMETPHUjCKE CpPEeIUHE jeHAaK apUTMETHUYKO)]
CPEIMHH JIOrapuTaMa BpeIHOCTH obenexja X Ha eleMeHTUMa CTaTUCTUYKOT

CKyma.

Ha cnruan HaumH ce u 3a oOenexje X Koje je aTo pacmojienoMm
bpekBennuja u3 (2.27)mobuja

1 «x
— > f. [og X, (2.29)
N i=

U3 pacnionene penaruBHux (hpekBeHIM]ja 1o0uhe ce aa je Jorapuram
TEOMETPHU]CKE CPEIUHE JeTHAK

k
log G =) p; log x, (2.30)

i=1

log G =

py 4emy je

p, = 4t
N
3aill{1,2, ...,k}.

CBe ocoOuHE apUTMETHUYKE CpEAMHE TIOoCeayje M JOorapuram
TEOMETPHUjCKE CPEIUHE jep je TO Takohe jeTHa apuTMETHYKa CPEINHA.

3a BpeMeHCKy cepujy obenexja X

X1, X2yt s X
JaHYaHU UHJICKCH YuHE HU3 OpojeBa
X1 ' xz '”-,XT—l

KOJU TIOKa3yjy y3acTomHe mpomeHe obOenexja X. Jla 6w moOumu cpeamy
BPEIHOCT THX NpPOMEHa 3a IIeo0 mepuod 1, oapenuhemMo TEeOMETPHjCKY
CpeIMHY OBOT HH3a
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Ocnose geposamnohe

G=T_Q/X2a&m.5x¢ (2.31)

Xl X2 XT 1

[Mocne ckpahuBama nox kopeHoM y u3pasy (2.31)mobuja ce
G=14—"- (2.32)

OJIaKJIe Ce BUIM J]a TEOMETPHUjCKa CpelMHA 3aBHCH O] T3B. CIHONe pacma y
oCMaTpaHOM HHTepBaly. IbeHo padyHame je JocTa jeIHOCTaBHO.
JloBOJBHO je TO3HABAaTH BPEIHOCT obenexja X Ha IMOYETKY M Ha Kpajy
BPEMEHCKE cepHje.

['eomeTpujcka cpeauHa je MOroaHa 3a ojapehuBame NPOCEUHUX
IpOMEHa ca HEMOTIYHHM MOJaliMa, Tj. 3a cepuje y KOojuMa He 3HaMo
BpeaHOCTH obOenexja X 3a CBe roauHe. Tako ce Ha MPUMEpP Ha OCHOBY
HoTKca CTAaHOBHMIUTBA J1001]jajy BPEJHOCTH y FOJJMHAMa TOTHCa, Al Ce Ha
OCHOBY THX BPEAHOCTH MOPajy M3BPIINTH IPOLECHE BPEIHOCTH U 3a TOIUHE
u3Mel)y momnuca. IlpBa aHanm3a TakBHX IojaTaka yKJbydyje y cebe
oJpehuBame MpoceyHe CTOoIe pacTa.

VY Tabenu 2.7. naTu cy pe3yiaTaTH MONKMCa CTAHOBHUILNTBA OWBIIE
C®PJ u oarosapajyhe reomeTpujcke CpeuHe.

Bpoj
Jloraputmu .
lNoguHa |CTaHOBHHMKA ['eomeTpujcka
(log X) JaHYaHHUX
omnuca X) cpearHa
WHJCKCA
(y mu1.)
1948 15842 4,199814 - -
1953 16991 4,230216 0,030402 1,014
1961 11549 4,268318 0,038102 1,011
1971 20523 4,312243 0,043925% 1,010
Tabena 2.7.Pauynare npoceynux cmona pacma cmaposHumaed ousuie

CoPJ
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2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

U3 nocnenmwe xomone Tabene 2.7 BuIu ce 1a je MpoceyHa CToma
pacta y nepuony 1948-1953.rogune 6una 1,4%,y nepuony 1953-1961.
rogunae 1,1%a y nepuony 1961-1971romune 1,0%.

XapMoHHjcKa cpeIrHAa

3a aHanM3y OHHMX II0jaBa YHJU j€ MHTCH3UTET OOpHYTO
MPOTMOPIIMOHAIAH BPEIHOCTHMA TMOCMAaTpaHOT 00eNekja, HajIoroaHH]a
Cpemba BPEeIHOCT je XapMOHHjcKa cpenuHa. Ha mpumep, npu HCIUTHBaBY
HNPOTYKTUBHOCTH MEpPH C€ BpeMe MOTPEeOHO 3a M3paxy HEKOT MPOHM3BOA,
JIn je MPOAYKTUBHOCT OOPHYTO MPOMOPLUOHATIHA TOM BPEMEHY, Ia 3aT0 Y
OBOM cIlydajy Tpeba KOPUCTUTH XapMOHH]CKY CpPEIHUHY Kao Cpelamy
BPEIHOCT.

XapMoOHMjCKa cpeIMHA Hu3a Opojesa je peyunpouHa 6peoHOCH
apummemuuxe cpeoure peyunpoyHux 6peOHOCmu YiaHo8a moe Hu3d.

Axko cy
X1, Xo,... X

speonocmu obenexcja X na N eremenama cmamucmuuykoz cKyna maoa je
XAPMOHUJCKA CPeOuHa jeonaxa

_ N
H = 1 1 1 (2.33)
T+ T4+
Xl X2 XN
OOHOCHO
N

W3 (2.33)1001ja ce penunpoyHa BpeIHOCT XapPMOHH]|CKE CPEIUHE

1 _1xn1
_727

(2.34)

H NEX
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IITO 3HAYM Ja je PELUIpPOYHa BPEIHOCT XapMOHMJCKE CpPEIMHE jeIHaKa
ApPUTMETUYKO] CPEIMHU PELUINPOYHHX BPEIHOCTH MOCMAaTpaHOI obesexja
X.

3a obenexje X mato pacmozgenom ¢pekBeHImja nodbuhe ce cnenehu
U3pa3 3a XapMOHH]CKY CPEIUHY

1 _ 1

H N&Xx (2.35)

a MPeKo peNaTUBHUX (pEeKBEHIMja XapMOHHU]jCKa cpeanHa he ce 1oouTH u3
bopmyie

k
1_1s1,
H NSTX (2.36)
Ha npumep, na Ou ce ompeamwsio moTpeOHO BpeMe 3a BOXEY
ayroOyca ox mecta A mo mecra B msBpuieno je 40 nmpoOGHHX BOXHBU U
nobujenu cy cienehu momamm:

YT1poiieHo Bpeme 4 5 6 10
Bpoj Boxkmu 5 5 20 10
3a najby aHaNM3y MOTPEOHO je OPEIUTH CPElby BPEIHOCT 3a OBa
Mepema. Kako je BpeMe OOpHYTO NPOIOPIIMOHAIHO XEBEHOM e(eKTy
BOXKIbE, TO j€ XapMOHHjCKa CpelHa HAjTIOr0JJHUja Cpe/iba BpeAHOCT. Tako

hemo nooutn
i :_1(}[5+_1[5+_1[20+_1m_@
6 10

H 4004 5

omHocio H = 6,07 ma y majb0j aHamM3W Kao ToOKa3aTesb ,IPOCEYHO”
noTpeOHOr BpeMeHa Tpeba y3eTh OBy BpeaHocT. MHTepecaHTHO je
MOPEANTH APUTMETUYKY, TEOMETPH]CKY U XapMOHH]CKY CPEIHUHY.

To mopeheme omoryhasa T3B.

Cauchy-jeBa Teopema: Xapmonujcka cpeduna je marwa 00
2eomempujcke, a 2eOMempujcKa je Marba 00 apummemuyke cpeoutre, nj.

H<G<X (2.29)
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

Monayc u meaujana

Y MHOTMM HCIIUTHBaK-MMa MHTEPECY]y HAC BPEAHOCTH olernexja X
Koje ce Hajuemrhe MoOjaBJbyjy y mocMmarpaHoM ckymy. Ha mpumep, ako ce
nmocmaTtpa jemHa TeleoHCKa IIEHTpalla OHJIa Hac MHTEpecyje KOju je
Hajuemhu Opoj mMo3uBa y MOCMaTpaHOM BPEMEHCKOM HMHTepBaiy. Mnu Hac
MO)X€ MHTEpPECOBAaTH BEJIMYMHA JIMYHOT JOXOTKa KOjy mMa HajBehu Opoj
3anocneHux u ci. [lapamerap obenexja X Koju u3paxkaBa OBy 0OCOOMHY 30B€
ce moaoyc.

Moayc je owna epednocm obenexcjia X xoja uma Hajeehy
dpexeenyujy y nocmampanom cmamucmuykom cKyny uiu oHa 8peoHoCm y
yujoj ce oxonuHu Hajuewthe nojasmwyjy ,usmepene’ epeoHocmu X Ha
CMamucmuyKkom CKyny.

Monyc je mobap mokasaresb CpeIbe BPETHOCTH 32 OHE CTAaTHCTHUKE
CKYIOBE KOjU Cy XOMoreHd. HajBuie ce KOpPUCTH y TIPOLECY TOHOIICHA
Pa3sHUX MOCIIOBHUX OIJIYKaA.

Kan je obenexje X rpynucano u 1ato pacrnojenoMm GpeKkBeHIH]ja, 3a
MOJYC C€ y3MMa CpeIWHa OHOT TPYIHOI WHTEpBaja Koju WMa Hajehy

(dpekBeHLn]Yy.

[lpy wcnuTHBamHMa jEIHOT CTATHCTUYKOT CKyIla MOXEMO Ce
MHTEPECOBATH 3a OHY BPEAHOCT olenexja X Koja JENH 11e0 CKYN Ha JBa
jennaka nmena. Ta BpemHocT obGenexja X Ouhe jegHa cpelma BPEIHOCT U
30B€ C€ Medujand.

Menujana je ona epeonocm obenexcjia X xoja Oeau cmamucmuixy
CKYN Ha 084 jeOHaKa deia.

Menujany hemo o3HauaBaTi ca M, 1 TO je OHa BpeAHOCT 00enexja

X 3a K0jy IoJja eJIeMeHaTa CTaTUCTHYKOT CKyra nMa ooenexje X He Behe ox
M., a qpyra nojoBMHA UMa BPEIHOCTHU KOj€ HUCY Mame o M .

Hexa cy
X1,X2,0., X (2.38)
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u3MepeHe BpeaHocT ooenexkja X Ha N eneMenara craTucTuukor ckyma. Jla
oucMo oxapenwin MeaujaHy npBo hemo BpemHoctu (2.38) mopeharu y
Heonaaajyhu Hu3

X, <X,<..< X,

Meoujana je jeonaxa
X\s1 ako je N Hemapas Opoj.
2
M, = (2.39)
1 : :
E{X'N + Xy 1} ako je N mapan 6poj.
2 2

3a obenexje X Koje je TPYNUCAHO U 1aTO PacloaenoM GpeKBEHIHja
MeaujaHy oapehyjeMo Tako mITO MPBO OJPEANMO TPYITHU WHTEPBAT y KOMeE
ce Hamasu MmeavjaHa M, a 3atuMm hemo mo moroBopy u3abpatu jeqHy

BPEIHOCT U3 TOT HHTEPBAJIa 32 ME/H]aHy.

Heka je oGenexje X 1aTto pacmoenom.
X | a-a a, - a, AR,
(f) f1 f2 fic

3a onpehuBame HHTEpBAJIa MEeIHjaHe, OJApeIMheMo OHaj] MHJEKC S 3a
koju he Outn 3a0BOsBeHE ciienehe nBe jenHaunHe

S N

e N
2 f=5
s+1 N

Zfi>7

i=1

3a Meaujany hemo ysetu BpenHocT obernexja X y HMHTEpBalIy
a, —a,,, Tako ITO hemMo Ha JeBy rpaHHIy TOI WHTEpBaja IOAATH jEAHY

BpPEIHOCT Koja he 3aBUCHUTH O] AY)KWHE TOT MHTEpBaia, (pEeKBEHIUjEC U
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

pasnuke y 30upy (peKBeHIIMja 0 TOT MHTEpBaja W MOJOBHUHE elleMeHaTa
CTaTHCTUYKOT CKYyTIa.

Taxo hemo nooutn
M, =a + "% ﬁ_z f (2.40)
fs+1 2 i=1

Ha ocnoBy mogaraka 3a 429 npenyseha y 6usmoj COPJ y 1972,
roauHM, mocMarpahemMo Opoj 3armociaeHuX U oApeauTu Meaujany. [lomanu u
pesyntaru cy natu 'y Tabenu 2.8.

bpoj 3anociaennx | Bpoj mpenyseha |Kymymatusae ppekBeHImje
(X) () (c)
no 15 22 22
15-3C 10 32
30-6C 27 59
60-12¢ 68 127
125- 25C 77 204
250- 50C 10C 304
500- 100C 65 36¢
1000- 200( 38 407
npeko 200( 22 42¢
YKynHo 429

Tabena 2.8.bpoj 3anocnenux y caobpahajuum npeoysehuma

W3 konoHe 3a KymysnaTuBHE (pEKBEHIIU)E BUIMU CE 1A je

5 6
> f,=204<2145 ) f =304>2145

i=1 i=1

Tako Ja je S = 5,a Mmenujana je

M, =250+

500—250(429

- 204)
2

onHocHO M, = 276,25.
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2.5. MEPE BAPUJABUJINTETA

Hpyry rpymy mnapameTapa KoOjuUMa C€ OIUCYjy pe3yJTaTH
nmocMaTpaHor obenexja X Ha JIaTOM CTaTHCTHYKOM CKYITy YMHE MapamMeTpu
KOjU M3paxkaBajy BapujaOMIMTET mocMaTpaHor obenexja. To cy oHu
MoKa3aTesbu KOjU 3aBHCE OJ1 YKYITHUX pasiiiKa y BpeIHocTuMa obenexja X
Ha eJIEeMEHTHMa CTAaTHCTUYKOT cKyma. Ta rpyma mapamerapa cy T3B. Mepe
BapHjaOUINTETa WK MEpe AUCTep3uje.

VY mepe BapujabunuteTa cnanajy cienehu napamerpu:
* Pa3zmak Bapujanmje,
* Kgapruina neBujanmja,
* Cpenma neBujanmja,
* Bapwujanca u crangapaHa eBujamuja, u
* Koedunujent Bapujaruje.

Bpennoctu mapamerapa Koju criazajy y Mepe Bapujaduinurera tpeda
Ja yKaXy Ha JBe 4YumbeHHIe. [IpBO, HUXOB H3HOC TOBOPH KOJIUKO CY
cpenme BpeaHocTH obenexja X A00pH TPEICTAaBHUIM CBUX HETOBHX
BPEIHOCTH Ha IOCMaTpPaHOM CKyIy, JAPYro, OBH IapaMeTpu Tpeba na
MOKaXy KOJUKO C€ CBU €JIEMEHTH Ha IocMaTpaHoM cKymy MelycoOHo
Pa3NUKyjy y OJJHOCY Ha qaTo ooenexje X.

Axo je seapujabunumem nocmampanoz obenexcja maiu, OHOA Mo
3HauUU 0a CcpeOwa B6peOHOCH Modice Oumu 00b6ap NpeoCcmMAagHUK
nocmamparoe obenedxcja, a axko je we208 apujabuiumem eiuKy mo 3Havu
0a he cpeomwa epednocm bumu 10w npedCcmasHuK moe ooenexcja.

Ha mnpumep, ako ce yTBpAM nda je BapHjaOWIMTET Yy JHUYHUM
npuMambniMa 3alloCJIICHUX BCJIWKH, OHZA TO 3HA4YU A4 he IMpoCCHYHAa JIMYHA
nprMarmka OUTH JIONI TToKa3aTesb IpUMamba MojeIUHIX PaTHHUKA.

Hcro Tako, ako ce yrBpau 3a nomahuucTBa y beorpany ma je
BapHjaOMINTET HUXOBHX H3JaTaka 3a OCHOBHE >XHBOTHE mMoTpebe (cTaH,
XpaHa ¥ CJ.) jako Majid, TO he 3HauuTH Aa he MPOCeYHH U3alu
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

nomahuHCTBa OUTH M0CTa A00ap MOKas3aresb W3Aaraka cBUX JoMmahwHCTaBa
y beorpany.

Ca apyre cTpaHe, ako ce 3Ha KOJHMKH j& BapujaOMIIUTET HEKE T0jaBe
MOY€ Cc€ YTUIIAaTH Ha Ty I0jaBy y IIUJbY HEeHE CTa0MIn3aluje.

Ha npumep, mpomeHe, OAHOCHO BapHjaOWIMTET y TEMIEpaTypH,
IIyJICY, KPBHOM IPUTUCKY U CII. CIy’K€ Ka0 OCHOBHHM IIOKA3aTe€Jbu Yy
MOCTaBJbaky AMjarHo3e u oJpehruBamy Tepanuje Ko pa3HuX 000Jbemba.

Pa3mak Bapujanuje

Pasmax  eapujayuje je HajjemHOCTaBHHMja Mepa BapujabHIUTETa
caMHUM THUM M HajllaKiie ra je oxpeauTH. To je pasmak m3Mmely HajBehe u
HajMambe BpeJHOCTH oberexja X Ha MOCMAaTPaHOM CTaTHCTUYKOM CKYITY.

Os3nauumo ca Xwuax Hajeéehy epeonocm obenexcjia X, a ca Xwvin
Fbe208y HAjMary 6pedHocm Ha cmamucmuykom cxkyny. Tada je pazmax
eapujayuje jeonax

R = Xvax— Xuin (2.41)
20e cmo ca R osnauunu pazmax eapujayuje.

Heka je obenexje X rpynucaHo U JaTo pacnozaesioM GpeKkBeHIH]a,

(X) a—a a—a a1 — &
() fy f fi (2.42)

IpH 4eMy je

f. =N

K
|
i=1
Jla OucMo TayHO OJApeNWIM pa3MaK Bapujaldje MOpaMo TIOpen
pacrionene (2.42) 3umaTk HajMamy BpeaHOCT obenexja X y NpPBOM
UHTEpBAIly & - & | HajBehy BpeaHOCT obernexja X y MOoCieamheM HHTEpBALY
8K — 1 — &. AKO HaM OBE BPEAHOCTH HHUCY MO3HATE HE MOXKEMO HH OJIPEIUTH
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pa3mak Bapujanuje. Pasmak Bapujanuje je morogHa Mepa BapujaduinreTa 3a
oHa olenexja KoJ KOjux ce HajBeha M HajMama BPEIHOCT HE Pa3IHUKY]y
MHOTO OJi OCTajqux BpemaHoctu obenexja X. HMcro Tako, TOo je BakaH
1oKa3areJsb 3a OHE T0jaBe KOje Cy OMHMCaHEe BEJIMKUM U MaJHM BPEIHOCTHMA
obernexja.

Ha npumep y BpeMeHCKHMM HU3BEIITajUMa Ba)KHA j€ pas3iivka uzMehy
HaJBUINIE W HAJHIDKE TeMIlepaType, WM u3Mel)y HajBHIIET M HajHUKET
BOJIOCTaja.

Hajsehy npumeny pa3mak Bapujaiuje UMa y KOHTPOJIM KBAIUTETA Y
UHIYCTPH]jCKOj IPOU3BOIHH.

OBaj mokazaTeJb je JIolIa Mepa BaprjaOuIuTETa 3a OHE CTATHCTHYKE
CKYyNOBE KOJ KOjUX IIOCTOjU Maju Opoj ereMeHara ca MaJuM MU ca
BEJIMKUM BpEIHOCTHMA obenexja X, JOK ce BpeaHOoCcTH X KOJ OCTaluX
eJeMeHaTa He pa3IuKyjy MHOTO. Tako Ou Ha mpuMep y mocMaTpamiMa IeHa
CBUX MpUBATHUX Kyha y rpany, pa3Mak Bapujamuja OHO JIOII TOKa3aTesb
BapujabUIUTeTa jep Cy NOojerHe JIyKCy3He Kyhe BeoMa CKyme y OJHOCY Ha
HajjepTHHH]E.

KBapruiana nesujanuja

Ja ©Oum enmuMUHHCAIIM YTUIA] EKCTPEMHHUX BPEOHOCTH Y
OCMAaTPAaHOM CTAaTUCTHYKOM CKYIy MOXKEMO I0JaTKE pPeAyKOBaTH, TaKo
mro hemMo M3 mocMarpama UCKJBYYUTH OHE €JIEMEHTE CTaTHCTUYKOT CKyIa
KO/ Kojux oOenexje mma Te BpeaHocTH. Ox ykymHor Opoja enemeHara
CTATUCTUYKOT CKyma Tpeba WCKbYYUTH JedaH oJipeheH mporeHar.
Hajuenrhe To ynHMMO MpeKo KBapTHIIA.

Oznaunmo ca Xp2s OHYy BpeaHocT obOenexja X 3a kojy 25%
ejeMeHaTa rnocMarpaHor ckyna uma X mame o Xpos Ca Xp 75 03HAUUMO
OHY BpemHoCT obenexja X 3a Kojy 75% enemeHaTa CTaTUCTHYKOT CKyTa
uma BpeaHocT X Mamwy o7 Xo.75 WIM OHY BPEIHOCT 32 KOjy 25% enemenara
nMa BpeaHocT X Behy ox Xo 75

Bpeonocm Xy 25 Hazusa ce nowM KBaApPTHA obenexcja X, a Xo7s
ropmH KBapTHJI obenedxcjia X.
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JlowmU U TOPHHU KBApPTHII Aele 1Ie0 CTATUCTHYKH CKYI Ha TPU Jela.
JeHa 4eTBpTHHA elleMeHaTa Cy OHM €JIEeMEHTH Koi Kojux je X < Xoos ,
JIpyra 4eTBPTHHA Cy €JIEMEHTH Koj Kojux je X > Xg 75 a mpeoctanux 50%
eJeMeHaTa uma BpeqHocT obenexja X koja je Xp25< X < Xg.75

Keapmunna desujayuja je 6poj oopehen uzpazom

Q= Xo75;><025 (2.43)

20e je Q o3naxa 3a keapmuiny oesujayujy.

Jlomu ¥ TOpHH KBApTUIIU C€ padyHa]y CIMYHO Kao U MeaujaHa. AKO
cy BpemHoctu obenexja X xkox N enmeMeHaTa CTaTHCTHYKOT ckyma Xi, X,
..., Xy mopehane mo BenuurHM, Tpeda OpeANTH OHE BPEIHOCTH Y HU3Y X1,
X2, ..., XN 32 KOj€ je 4eTBPTHHA HH3a Mama ol Xp25 a 4YeTBpTUHA Beha of

Xo.75

AmnanorHo ojpehuBamy MenujaHe 3a IpyNHCaHE MOJAaTKe
onpenuhemo u kBapTmiie. Heka je o6enexje X 1ato pacmoaenom,

X) | ®-a - a A&
Q) f1 f2 fi
IIpU YEMY je

Kk
> =N

i=1

3a oapehuBame nMOWmEr KBapTWia oOApeAMheMO TIPBO TPYITHHU
uHTEepBa) y KoMme he ce Hamazutu Xo2s To he OMTH MHTEpBal ca peaHUM
OpojeM ¢ 3a KOju Cy uclymeHe cienehe Hejeqnauynye

S N s+l N
<— f>— 2.44
2fi<s 227 (2.44)
Tana je 1oWmU KBapTHII
a,—-a N
xozs =a +L(__Z fi) (2-45)
’ fs+1 4 3
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Ha cnuyan HaumH onpelyjemo u ropmu kBaptuil. [IpBo oapeanmo
UHTEPBAJI ca pelHUM OpojeM P 3a KOjU Cy UCIIYHhCHE HejeTHaunHe

p+l

P
> SN S 53N
=l 4 =l 4
['opmu KBapTHII j©
a ., —a p
X =a, + 0222 SR 3 ) (2.46)
' fp+l 4 i=1
KgapTune hemo Hajnakiie u3payyHaTH ako c€ KOPUCTHMO TaOeloM

MojiaTaka ¥ KyMyJIaTUBHUM (hpEKBEHIH]jaMa.

[MocmarpajMo  mpumep  pacmojene Opoja  3aloOCICHHUX Y
yroctutesbckuM npenaysehuma. Pacnonena je nara y Tabenu 2.9.

bpoj 3amocinenux bpoj Kymynatusne
(X) npenyseha (f) dpeksenmuje (C)

-6 73 73
6- 15 51 124
15-3C 45 16¢€
3C- 6C 63 232
60- 12t 72 304
12¢- 25C 54 35¢
25C- 50C 3C 38¢
50C-100C 14 40z

1000-2000 2 404

VYkymHo 404

Tabena 2.9.Pacnodena 6poja 3anocienux y y2oCcmumesncmey

OBae je N=404, na je N/4=101 tako ma ce u3 Tpehe KoJIOHE
TaGene 2.9. BuaM na je AOWHM KBapTWi y uHTepBany 6-15. Ha ocHoBy
obpacma (2.45)mo6uhe ce

X, 0= 6+ 15-6

(101- 73 = 1:

48



2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

l'opwu kBapTui ce Hanasu y uHTepBany 60-125,u Ha ocHOBY
dopmyine (2.46)uma BpeaHOCT

X5 =60+ 303- 232 = 6.

2
KBaptunna nepujanuja 3a Opoj 3amocieHux Ha OocHOBY (2.43) uma
BPEAHOCT

Q=255

Cpeama neBujanmja

BpennocTtu pasmaka Bapujanuje U KBapTHIHE JCBHjallMje HE 3aBUCE
O]l CBUX BPEIHOCTH obOerekja X Ha CTaTUCTHMYKOM ckymy. Mmak, 3a 00iby
aHaJM3y IMojaTaka MoTPeOHO je OaPEeNUTH TTapaMeTpe BaprjaduInuTeTa KOju
Ou 3aBHcHIU Of CBUX BpenHocth obenexja X. TakaB mapamerap je cpedmwa
desujayuja WId cpedwe ancoaymuo oocmynare. JlebuHuine ce Ha
OJICTyTakUMa M0jeIMHUX BPETHOCTU X O]l CPEIEHE BPEIHOCTH. Y TIPAKCH Ce
Hajuenthe mocmaTpajy OACTyIama Off apUTMETHUYKE cpeauHe obenexja X.
Kacuuje hemo Bupetru na 6u 300r M3BECHHX ONTHMAIHUX YCJIOBa Tpebao
nmocMaTpaTH OJCTyNama ol MenujaHe. Pazmmke koje ce moOWjy kam ce
MOoCMaTpajy OJACTyNama y OJHOCY Ha MEAHjaHy U y OJHOCY Ha apUTMETHUKY
CpeIuHy HUCY BEJHKE, [a Ce 3aTO Cpeliba JeBHjallja pauyHa Ha OCHOBY
OJICTyTIama OJ1 APUTMETUYKE CPEIUHE.

Cpeama aeBMjaluja je apummemuuyka CcpeOuHa ancolymHux
speonocmu oocmynarba X 00 mwe2oge apummemuyke cpeouHe X Ha
HOCMAMPAHOM CIMAMUCIUYKOM CKYNY.

Hexa cy X1, X2, ..., X\, 6peonocmu obenedxcja X na N eremenama
CcmamucmuyKko2 cKyna, a X apummemuyka cpeduna obenesxcja X Ha 080m
ckyny. Taoa je nu3z

X, =%, [X, =X...,|X, - (2.47)
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HU3 ancorymuux o0cmynara X 00 me208e apummemuixe cpeouHe.
Apummemuuxa cpeduna nuza (2.47)je cpeama AeBHjaluja xoja je dama
uspazom

N
em:%zjxi -X| (2.48)

i=1

3a rpymnucaHne nojgaTke JaTe pacroienom (ppeKBeHIuja,

d—a a—a& ... &1—&
(X)
() if 3 of
Opd 4eMy Cy Xi, X2,...,.% CpeAWHE TpymHHX uHTepBanda, a fi, fp, ...k

onrosapajyhe ¢ppekBenmuje, oopasan (2.48)3a cpenmy aeBUjalMjy Ce CBOIU
Ha

k
' %ZI X —xX|f. (2.49)
WM Ha M3pa3
e, :Z| X —X|p; (2.50)

pu 4emy cy P1, Pz,..., [k pelaTuBHe (QpPEKBEHIH]E 3a MOCMaTpaHo obemex)e
X.

Ha cnuyan HaumH cMo Morn IeuHUCATH MEpPy BapHjaOMiIMTeTa Ha
OCHOBY HH3a aliCONyTHUX OJICTyNama Y OJHOCY Ha OmI0 Koju Opoj a, Tj. Ha
OCHOBY HH3a

X, -4, | X,-d, .., | % -2 (2.51)
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

Oco0nHa HH3a aNCOJMYTHHUX OACTYNAWA. 30Up ANCOLYMHUX
oocmynarwa nusa (2.51) uma munumanmy eépeonocm ako 3a @ yamemo
meoujany, mj. ako jea=M,.

Jloka3. Jla Ou mpoBepuiiM OBY OCOOMHY IpeTmnocTaBuhemMo aa cy
BpenHocTH obenexja X nmopehane y Heonanajyhu Hu3

X, < X, <L X, (2.52)
[TpBo hemo mocmatparu ciry4aj kan je a= M, . Tana y Husy (2.52)

nocroju Hajehu O6poj X koju Huje Mawmu on MenujaHe. Heka je To X..

Hcro tako noctoju Hajeehu 6poj X xoju Huje Behu ox a. Heka je To X, .
30up wiaHOBa HU3a MOXKE CE PACTAaBUTH Ha TPH WiIaHA
N S r N
2AXi—a =3 X —a+ X |X -a+ X |X -4 (2.53)
i=1 i=1 i=s+1 i=r+1
3Ha ce J1a je ancoyiyTHa BPEAHOCT HEKOT Opoja Z jeHaKa
|z| { z, akojez>0.

-2, ako jez<O0.

(2.54)

Kopucrehu (2.54),36up (2.53)ce Mmoxe Hamucatu y 00JIUKY
N S r N
21X —a =2 (X -a)- 3 (X —a)+ 3 (X -a) (2.55)
i=1 i=1 i=s+1 i=r+1
[Tocne nonaBama u oxy3uMama Meaujane M, y 3arpany, IpBH WiaH

Ha JIECHOj cTpaHM u3pasa (2.55)ce Moxe HanmucaTu y 00JIHKY

-2 (% ~a)=-3(%, ~M,)-s(M, -a)

—ZS:(Xi—a)=iZ;:|Xi—Me|+S(a—Me) (2.56)

51



Ocnose seposammnohe

jep cy pasnuke (Xi -M e) HEraTHUBHE.

Ha cnnyan Ha4mMH ce MOXe U3Pa3uTH U IPyrH Wwial y uzpasy (2.55)

- (X, —a) ==Y |X, ~M|~(r ~s)M, -a) (2.57)

i=s+1 i=s+1

Tpehu unan uzpasa (2.55)je jennax

N

Y (X, -a)= 3%, ~M,|+(N -r)(M, -a) (2.58)

i=r+l i=r+1

N3 (2.56), (2.57)u (2.58) ce Bumm nma he 30up amcosyTHUX
OJICTyIIarha 3aBUCUTH OJ1 @ TPEKo cieneher u3pasa

fa-M,)-(r-s)m.-a)+(N-r)m, -a)
Tj. OJ1 BP€THOCTH
(2r-N)(a-M,) (2.59)

[Tomrro je (2.59) mosutuBan Opoj To he on moctuhu MUHUMATHY
BpenHOCT Kax je a=M,, a 3a Ty BpenHoct he m 30up amcoayTHHX

e

onctynama (2.53)umaTt MUHUMYM.

Ha cnuuan HaunH OM MOTJIM TIPOBEPUTH OBY OCOOMHY W 3a CIIy4aj
Kaj Ou mpeTnocraBuiIn Ja je a< M,.
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Bapmujanca u crangapaHa nesujanuja

Bugenu cmo na Bapujabunurter oOenexja X MOXKEMO H3pa3UTH
NPEKO OJICTYNama IOjeJIMHUX HETOBUX BPEIHOCTH O] CPEIhE BPEIHOCTH.
Ta oacrymama MOry OWTH TO3UTMBHA WJIM HETaTWBHA, a 3a YKyIaH
BapHjaOMIMTET HHUje HAM BakaH 3HAK OJICTylama. 3aTo MOXKEMO
MoCMaTpaTH KBajpaTe THUX OJACTyNama W Ha OCHOBY WHHX AcPUHHCATU
napameTap Bapujabunurera. Tako ce neuHUITY 8apujanca u cmaHoapoHa
desujayuja.

Bapujanca je apummemuuxa cpeduna Kkeaopama 00CMynarbd
spyoHocmu obenedxcjia X 00 mwuxose apummemuuxe cpeoure. llozumuena
8PEOHOCT KOPEHA 8apujance HA3U6a ce CTaHIapIHA JeBUjanuja.

Heka cy wusmepene BpemHoctu oOenexja X Ha N enemenara
CTaTUCTHYKOT CKyIIa

X1, Xz, o, X

Tana je HU3 KBagpaTa OJCTyNama BPeAHOCTH 00enexja X O] leroBe
APUTMETUYKE CPEIIHE

(X, =%)" (X = %)%, oo % - X (2.60)

Apummemuuxa cpeouna nuza (2.60)je
2_ 13 \2
S* = NZ(xi ~X) (2.61)
=

u Hazuea ce BapujaHca obenedcja X, a

S=+/S? (2.62)
je mwez2o6a CTAaHAAPAHA ieBHjanuja.

Heka je obenexje X rpynucaHo U JaTo pacrozaesioM GpeKBeHIH]a,

o-a a-a .. &1 &
(X)

X % .. X
(f) of i d
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TaJa je BapujaHca obenexja X jara u3pazom
k
s? :%Z(Xi ~%)? [ (2.63)
i=1

Bapujanca obenexxja X ce MOKe M3pa3UTH U NPEKO PETAaTUBHUX
bpekBeHIMja

SHE Zk:(xi -X)* O, (2.64)

Panu Ta4yHOCTH pavyHama W MPErJeTHOCTH BapUjaHCy U CTaHAAPIHY
NeBHjanujy Tpeba pauynaru npeko tadene (Tabemna 2.10).

X f X[ f (X -x) (X = x)? Cf
X, f, x, CF, X, — X (x, —x)* O,
X, f, x, [T, X, — X (x, - x)* T,
X, f, x, CF, X, — X (x, - X)* ¥,
k Kk
VKyIHO > oxf Z(Xi - x)? [,
i=1 i=1

Tabena 2.10.Pauynare 6apujance

W3 nonataka ce mpBO MOIyHE HpBa M Japyra koyiona tabemne 2.10.
Tpeha komoHa ce 106Mja MHOKEHEM TIPBE JBE KOJIOHE U U3 HEHOT 30upa ce
onpehyje X . 3aTum ce oa MpBE KOJIOHE Oay3uMa X H Jo0Hja ce 4eTBpTa
KosioHa. KBazprpameM 4eTBpTe KOJIOHE U MHOXKEHEM ca IPYroM J00Hja ce
neTa KoJoHa uuju 30up tpeba noaenutu ca N 1 Ha Taj HAYMH CMO OJIpeIIIN
BapujaHcy S

Bupnenu cmo n1a je apuTMeTHuka cpeauHa umana cieaehy ocoduny:
30Up KBajpara OJCTymama BpeaHoCcTH obenexja X on Omio kor Opoja
HajMamH je 3a a=X. 3aTo ce apuUTMETHYKa CpPEIWHAa X KOPUCTH 3a
onpehuBame BapujaHce U CTaHIapAHE AeBHjaje odenexja X.
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Hagemhemo Heke ocobune BapujaHce, koje he omoryhutu meHy
yrnotpely y AaJb0j CTATHCTUYKO) aHAIIM3H U KOje he onmakmiaTi pauyHama.

Ocobuna 1. Bapujanca obenexcja X je jeOnaka Hyau, ako u camo
ako je obenedcje X KOHCMAHMHO HA CEUM elNeMEeHMUMa CMAMUCMUYKO?2
cKyna, mj.

{s?=0} = {X, =c,0i0[12N]}
Jlokas3. IlomTo je BapujaHca 30Mp MO3UTUBHUX OpojeBa, oHaa he oHa

UMaTH BPEIHOCT HYITY aKO M caMo aKo je CBakH Taj Opoj jenHak Hymnu. To he
OWUTH UCIIYHECHO jJeTUHO Kag je X =C.

Ocobuna 2. Bapujanca obenescja X ce mooice uspazumu ghopmynom

N
s? =iz X* =% (2.65)
N =
a ako je obenedicje X epynucano, sapujauca je
k
sz=%2>,8 -3 (2.66)
i=1

Jokas3. ITomTo je BapujaHca 1aTa U3pa3om
2 _ 13 o\2
S ==>(X -%)
N =

nocje KBaapupama U pacTaBjbaa JIECHE CTpaHe Ha Tpu cabupka 1o0uja Se
1S, 29 18,
ST == X ==Y X, X+=) X (2.67)
N = N = N =

VY apyrom unany m3pasza (2.67) X He 3aBHCH OJ] MHAEKCA M Ta Ce
Moxe u3Byhu mpen 3Hak curma, a y tpehem umany 30up je jennak N [X.
[Tomrro je

N

1
x—NZXi

i=1

TO ce mociie 3amene (2.67)cBoau Ha

55



Ocnose seposammnohe

2 1 3 2 1 2
S* ==Y XZ-2XX+— NX
N = N
oJIaKJjIe ce rmocie ckpahuBama u cabuparma q00uja oopasaiy (2.65).

Ocobuna 3. Hexa obenexcje X uma sapujancy S; ,a obereincjie Y

. 2 .
uma eapujancy S, u nexa usmehy Xu Y nocmoju muneama 6ée3a 0onuKa

Y =aX +h. (2.68)
Taoa je sapujanca obenexcja Y jeonaxa
Sf =a’s’ (2.69)

Jlokaz. 3a cBaky BpeaHoCcT oOenexxja X = Xj, u3 penamuje (2.68)
nobuhe ce onroeapajyha Bpennoct obenexja Y

Y, =aX, +b (2.70)
ApuTMeTnuka cpeauHa obenexija Y je
y=ax+b (2.71)

Bamemyjyhu (2.70) u  (2.71) y uspa3 3a Bapujancy obenexja Y
nobuhe ce

S =305 = S (o, - )
N i=1 N i=1
Tj.
1 N
=32~
=a’ 2 (X -’
0JHOCHO m3pa3 (2.69),mro nokaszyje Ocobuna 3.

Ocobuna 4. [Ilpemnocmasumo oa jedan cmamucmuyky NOOCKYn uma
N1 eremenama ca apummemuuxom cpeounom X, u eapujarncom obenedxcja X
Jjeonaxom S°. Hexa Opyeu cmamucmuuxu nodckyn uma Ny eremenama,
apummemuuxy cpeouny X, U 8apujaucy S%  Tada je eapujanca
CMAmMuCmuyKoe CKyna jeOHaka
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2 = lelz + stz2 + N; N,
N; + N, (N1+N2)2

(% =%,)° (2.72)

Jloxka3z. O3HaunmMo ca

Xy X e X,

BpeIHOCT 00eekja X Ha MPBOM TOJICKYITY, a ca

X' X e X 3,

HBErOBE BPEIHOCTU HA JPYIOM IIOACKYILY.

ApuTMeTHYKa CpeuHa IeJOor CKyla jeaHaka je TIOHJIEPUCAHO]
ApPUTMETUYKO] CPEIUHH

N.X, + N,X,
N, +N,

X = (2.73)

a BEroBa BapHjaHca je

5 1 il e & L )2
S = N1+N2(Z(>g— X) +;( X, - >§J (2.79)

i=1

JlonaBameM M ONY3MMameM X, Yy 3arpaid KOJ IIPBOI 4WIaHA Ha
JIECHOj CTpaHu u3pasa (2.74),a y qpyroM 4iaHy J0JaBamkEeM U OJly3HMamheM
X, nobuhe ce

Ny

§'= Nli NZ(Z( X —‘>£)2+iN21( X=%)+ N ¥+ N(‘%-‘)fj

i=1

(2.75)
N3 (2.73)ce nobuja
—_—_Nz()_(1_yz) < _—_N1(72‘71)
X, —X=—21 "2 X, =X =——2 17
N; +N, N; +N,

na ce mocie 3amere y (2.75)mobuja
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jep je
N, N,

Z(xi _21)2 = NlSlz Z:(X'i_Yz)2 = st

i=1 i=1
Tume je u qokazana ocobuna 4.

OBy 0coOMHY MOXEMO YOIIITUTH U HA CIIy4aj KaJl C€ CTATUCTUYKU
CKYII CacTOjH OJ BHIIIE MTOJICKYIIOBA.

Ocobuna 5. Hexa ce cmamucmuyku cxyn cacmoju 00 K noockynosa
genuuuna Ny, No, ..., N uuje apummemuuxe cpeoune cy X,%,,....%, a
eapujance

Taoa je sapujanca cmamucmuuxkoe cKyna jeOHaxka
,_ 1< R R ST ARy
S =_ZNiS +_ZNi (Xi _X)
N = N =

K

npu uemy je N = Z N, seruuuna cmamucmuukoe ckyna, a X je rme2osa
i=1

apummemudKa cpeounda.

/Joxka3. TIppuMeHOM NpUHIMIIA MaTeMaTHUKe MHIYKIH]jE JaKo ce U3
Ocobwune 4 nobuja Ocobuna 5.

Koepunujenr Bapujanuje

Yecto cMo y cuTyarnuju aa Tpeba aa mopeauMo BapujaOUIIUTET JBa
pasznmuuuta obenexja. Ha mpumep BapujaOMIMTET y BUCHMHHU M TEKUHH
ydeHuka. Ilomro cy cBM 10 cajga HaBeIeHW MapaMeTpy BapHjaOHMIMTETa
U3paKEHH Y jeMHULIaMa Y KOjUMa je MEpeHO MocMaTpaHo obenexje, oHxa
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2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

HeMmoryhe je BpeIHOCTH THUX IapaMmerapa MOpeIuTH 3a o0enexja Koja cy
MepeHa y pa3IMyUuTHM jeANHUIIAMA.

3a oBakBa mopelera MOrOAHUJU Cy PEaTHBHU MOKa3aTesbH, KaKaB
je koeuyujenm eapujayuje.

Koedpunujent Bapujanuje je npoyenmyaiHo uspasxcen 0OHOC
cmanoapone degujayuje u apummemuixke cpeourHe noCMampanoz odenexcja
X.

Hexa je X apummemuuka cpeouna obenedxcja X, a S mwegova
standardna devijacija. doa je xoepuunjent Bapujauuje V jeonax

= 100@2— (2.76)

Ha nmpumep, Heka je Ha jeJHOM CKYIy CTyJeHaTa MEpeHa HhHXOBa
BUCHHA M TexuHa. Heka X mpencraBiba BUCHHY, @ Y TEXHHY M HEKa je
apuUTMETHUKa CpeinHa X , a S, , BbeHa cTaHAapAHa aeBujanyja. [lasbe, Heka

je apuTMeTHuKa cpeAnHa Y, a keHa CTaHAapAHa JeBHjallHja Sy.

[IpernocraBuMO a2 Cy ce U3 pe3yaTara Mepema nqooune cieaehe BpeaHocTr
X =174 cm; S,=11cm, y =69 Kkg; S,=7kg.

Wntepecyje Hac na nu je Koa cTyaeHata Behu BapujaOWINTET y
TEXWHU O] BApUjaObUIINTETa y BUCHHH, WU j€ OOPHYTO?

[Momro cy S

, U Sy U3pAKECHH Yy Pa3IUYUTHM jeAHHHIIAMA,

Hemoryhe je mHUXOBO mopeheme. 3aro Tpeba oapenuTd KoeduiumjeHte
Bapujanuje.

3a X ce nobuja V1:100E-:IL%= 632%,a 3a Y

V, = 100[—IlC =1014% , na ce MoKe 3aKJbYUUTH JIa j€ 3a MOCMATPAHU CKYTI

cTyneHara Behu BapujaOUIUTET y TEXKUHU O] BapujaOUIIMTETa y BUCHHHU.
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Ocnose geposamuohe

2.6. KOEOUIINJEHTU ACUMETPHUJE "
CIIJbBOLITEHOCTH

butHa kapakTepuctHka pacrojene obenexja X Ha CTaTUCTUIKOM
CKyNy j€ CHUMETPUYHOCT. MOXe ce JIEeCUTH Ja Cy IOjeANHE BPEIHOCTU
obenmexja X cuMETpUYHO pacnopeheHe y OIHOCY Ha HEKy ojapeheny
BpenHocT. Mame BpenHocTd obOenexja X, MehyTum, MOTy MMaTu Mambe
dbpekBeHIMje y omHocy Ha Behe BpeaHocT wiu oopHyTo. Ha Criumm 2.7. cy
npukaszane aBe pacnojeine. Koa pacrnozerne (8) Mame BpEeIHOCTH 00€eK)a
X umajy Behe ppexBenimje, a ko pacrozene (b) je oopuyTo.

3a 00e pacmozene KaKeMo Ja Cy aCUMETpUYHeE.

Y2

!

Xq

Cauxa 2.7. Acumempuune pacnooene obenesxicja X

3a Mepeme acMMETPUYHOCTH pacmozene obenexja X CIyXH
jeaHOCTaBaH MmapaMerap Koju je 0a3upaH Ha pa3nuiy u3Mely apuTMeTHukKe
cpeauHe X u menujane M. Haume, ako je pacnogena obGenexja X

CHMETpHYHA, OHJA Cy apUTMETHYKA CPeIMHa M MeIujaHa jeJHaKe. A Kax
IIOCTOjY aCUMETPUYHOCT oHJa he nocrojaty u paznuka uzmehy X u M. Ta

pa3nuka je Beha mTo je acumMeTpuuHOCT Beha jep MeaMjaHa 3aBUCH CaMO OJ1

60



2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

¢pexkBeHuja u momepahe ce ka BpenHocTuMa 3a X Koje umajy Behe
¢dpekBeHLMje. ApUTMETHYKAa CpeluHA 3aBHCH M O] (PEKBEHLHUja U O]
BpeaHocTH obenexja X ma he \meHo moMepame Ka BpeHocTrMa obernexja X
Koje umajy Behe ¢pekBeHLHMje, OMTH crOpUje y OJHOCY Ha IOMEpame
MeJrjaHe.

Koedunujent acumerpuje je koruunux

K, = Ax-m.) _QM ) (2.77)

npu yemy je X apummemuuxa cpeouna, M, medujana, a S cmanoapoua
oesujayuja obenedxncja X.

Koepuyujenm acumempuje je jeOnax myau 3a cumempuuue
pacnoodene. AKo je pacrojena acumempuuna y negy cmpary (pacmonena a
Ha Ciumu 2.7) koedurmjeHt acumerpuje Ka je nosumuean, a axo je
pacnionena acumempuuna y oecHy cmpany (pacnogena b ma Cnum 2.7)
koeurmjeHt acumerpuje Ka je Heeamusan. Hamomenumo nma je
koepuuujeHT acumerpuje Ka penmatuBHuH Opoj Oe3 IUMEH3Hje KOju HaM
omoryhaBa mopehema pacrozena ooenexja X 1 Y MEpeHUX y pa3IuduTHM
jeIMHUIIaMa Mepe.

Mana je koeHIMjeHT aCMMETPHUYHOCTH BEOMa JEIHOCTAaBaH 3a
pauyHame WnaK ce y mpakcu yemhe kopuctu T3B. [lupcon-oB (Pearson)
npBU KoeuIiujeHT Kao Mepa acuMmerpuje. JlebrHnucan je Ha oACTynambuMa
NOjeIMHUX BPEIHOCTH obenexja X o ’bUXOBE apUTMETHUKE CPEeJIUHE.

Onpenumo TpBO T3B. Tpehw TMEHTpalTHW MoMeHaT. To je
apUTMETUYKa CpeIMHA HHU3a

(Xl _X)s’(xz - )_()37"'7(XN _2)3

KOjU TpencraBjba Tpehu cTemeH ojacTynama TMOjJeIUHUX BPEIHOCTH
obenexja X ox mwihove aritmeticke sredine.

Tpehu nueHTpaJHU MOMEHAT je jeOHaK

1= %2( X, -x)’ 2.79)

i=1
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Ocnose geposamuohe

Axo je obenexje X TpynucaHo U 1aTo pactoesnoM (GpeKBeHIIN]ja
(X) X1 X2 e Xk
) f1 fa e fic

Taja je Tpehu neHTpaaIHn MOMEHAT jeTHaK

k

Hy =Y (% %P (2.79)

i=1
WIY TIPEKO pesIaTUBHUX (pEKBEHIINja

k
= (% =)’ Op, (2.80)
i=1
IIpBu Pearson-oB koeduuujeHt je odegpunucan npexo mpehee
YEHMpanHoe MOMeHma u cmaHoapoHe Oesujayuje oodenedxcja X Kao
KONUYHUK

:&
S3
Axo je pacmozmena obenexja X CHUMETpUYHA, KOeQHUIHUjEHT By je
jemHak Hynau. YcBojuhemo m oOpHyTo: ako je B; = O pehm hemo ma je
pacnionena obenexja X cuMeTpuuHa. AKO je pacmojena acUMEeTpHUYHa y
JeBy cTpaHy KoedwuiujeHT [; je TMO3WTHBAH, a akKo je€ pacrmojena
acUMETpUYHa y JIeCHY CTpaHy KOe(pHUIMJeHT [; je HeraTuBaH. IITO je
acuMeTpu4HOCT Beha To je arconyTHa BpeTHOCT KoedunujeHTa B, Beha.

B (2.81)

[Tpumep: Heka je obenexje X 1aTo pacnoesnom

X)[-6[-5]-4]-3]-2]-1] 0 |1,5[35]55]7,5/9,5
M| 7 |15/34(19]19]19| 6 | 9|10| 6 | 1| 3

Wzpauynaru xoedunujeHT acumerpuje!
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2. ﬂecxpunmuena cmamucmuka

Tab6ena 2.10. Pauynare koegpuyujenma acumempuje

X | ®[©] x| (X-%)] (x-xP| (x-xpcx)]| (x°f)
-6 7 7 -4.2 -4.12 -68.92 -482.45 252
51 25| 32 -125 -3.1 -29.79 -744.78 625
4| 34| 66 -136 2.1 -9.26 -314.87 544
-3 19| 85 -57 -1.1 -1.33 -25.29 171
-2 191 104 -38 -0.1 -0.00 -0.01 76
-1 19 | 123 -19 0.9 0.73 13.85 19
0 6| 129 0 19 6.86 41.16 0
15 9138 135 34 39.30 353.74 20.25
35 10 | 148 35.0 54 157.46 1574.64 | 122.50
55 6 | 154 33.0 7.4 405.22 2431.34 | 181.50
7.5 1| 155 75 9.4 830.58 830.58 56.25
95 3| 158 285 11.4 1481.54 444463 | 270.75

Vkynuo | 158 -299.5 8122.54 2338.25

N3 tpehe xomone Tabeme 2.10. ce Buau aa MenujaHa obenexja X
npunaja rpynHom uatepsainy (-3,5:-2,5) Tako na je meaujaHa jeaHaka

M, =-35+ i(79 -66) = -2,816
19

e —

W3 yerBpTe KOJIOHE ce 100uja a je apuTMEeTHYKa CpeinHa o0eexja
X jemHaka
X = (- 2295) = ~189

Bapujancy u cranpmapaHy aeBujanujy noOujahemMo u3 mocienme
KOJIOHE
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Ocnose geposamnohe

1
S? = _—_2338,25-(-1,896)% =11,204
158 (-1896)° =11,
TaKo J1a je CTaHaapaHa aesujanuja S = 3,347.

Koedunmjent cumerpuje Ka nma BpegHOCT

_ 3(-1.896 + 2.816)
3.347

N3 Tabene 2.10. nobuja ce Tpehu neHTpaTHu MOMEHAT

1
=~ 812254=51.41
T

I’<A

=0.824

na je npu Pearson-oB koe(uIujeHT jeaHaKk

B = 51.411
L33
Kao mTo ce Bunu 06a koeduimjeHTa cy Mo3uTHUBHA, IITO 3HAYH 1A je

pacroziesia aCUMETpHYHA y JIeBo. To ce BUAM W Ha ciumu 2.8. Ha K0joj je
NpUKa3aHa pacrmojerna rmocMarpanor odenexja X.

=137

41000 P = L
N
200
160
120
80
, /\/\
I/ b ~ ~ [
-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

Cnuka 2.8. Pacnooena peramusnux gpexsenyuja 3a X

Mapna nBa obenexja X 1 Y MOry UMaTH MCTY aCUMETPUYHOCT WJIH
9aKk OWUTH TOTIYHO CHMETPHYHA, FUXOBE PACIofeNe MOTy OMTH CacBHM
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2. ﬂecxpunmu@na cmamucmuka

pazmuuute. Ha Crnumm 2.9 npukaszane cy aBe TakBe pacmojene. OHe ce
Pa3NUKY]y Y CIJbOIITEHOCTH.

KoepuunjeHT CIUBOIITEHOCTH CIVIHCU KAO Mepa Ch/bOULMEeHOCmU
jeone pacnooene. /le¢punuwie ce Ha OCHOBY M36. 4emMBPMO2 YEHMPATHORZ
MOMeHma.

P
(8)

ey (Q)

71

A !
=11 | {
!

|

{

AR
R

™1

\f\xﬁ“‘
—~FT ] ! ,.:/ LT
Tl LT o T
Xy Xz Xk

Cnuka 2.9. Pacnooene ca pa3nudumum cn/bOuUmeHoCmuma

[TocmaTpajMo oxacTymama MOjeIUHUX BpenHOCTH olenexja X of
bIXOBE aPUTMETHYKE CPEANHE U HU3

(X, =%)*, (X, =%)*,.... (X =%)* (2.82)

YeTBPTH UEHTPAJHM MOMEHAT j¢ apUTMETHYKa CpEelWHA HH3a
(2.82), 1j.

4, = %Z(xi -x)* (2.83)

3a rpynucano obemnexje JaTto pacrnojenoM (peKBeHIUja YETBPTH
HOCHTpAaJIHU MOMCHAT CC CBOAU Ha

k

p= o2k =) O (2.84)
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OJTHOCHO
_1g -y
pe = 2 (X =X)" 0 (2.85)
i=1
3a pacrojieNly peslaTUBHUX (PEKBEHIIN]a.

Apyru Pear son-os Koe(pMIUjeHT unu Koe(pMIUjeHT
CIbOIITEHOCTH je KONUYHUK

_H
B, = S_j (2.86)
npu yemy je Scmanoapona oesujayuja odenedxcja X.
Axo je koedunujert [, = 3, KaKeMo aa obenedxcje X uma HOpMAairy

cnwowmenocm. Kan je [, >3 kaxemo na X uma gehy cnmwowmenocm 00

Hopmanne, a Kaj je [, <3 KaxeMo aa je cnwoumeHnocm obenedxcja X marea
00 HOpMAJHe.

YMecTto koedulHjeHTa CIUBOIITEHOCTH [, MOXKE €€ KOPHUCTUTH
KOC(QHIINjEHT

Y, =B,-3

KOJM UMa BPEIHOCT HYIYy KaJ oOenexje X uMa HOpMaJIHY CIJBOIITEHOCT. Y
OCTaJIUM CITy4yajeBUMa KOS(UIIM]CHT Y2 j€ UM MO3UTHBAH WM HETaTHBAH.
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3. Cnyuajnu doeahaju u seposamnoha

3. CJIYHAJHU JOT'ABAJU U
BEPOBATHORA

use necKpUNTHBHE CTAaTUCTHKE je OMO Ja ce MpHKYIe MOoJanu o
T3B. MAacOBHHM TI0jaBamMa W Jla C€ H3BpIIM aHAJM3a I0CMaTPaHOT
CTaTUCTHYKOT CKyIla Ha OCHOBY NPHUKYIIJbEHHUX IO/aTaKa. TakBa aHanmu3a je
y BEIIMKO] MEpH HEMOTIIyHa jep He o0jalrmaBa MOCMaTpaHy IOjaBy WU
IpoIlec ca CTaHOBMIITA Y3pOUYHO-TIOCIeauuHuX ofHoca. Ca apyre crpase,
METO/Ie  JECKpUIITMBHE CTAaTHCTHKE He omoryhaBajy yTtBphuBame
3aKOHUTOCTH KOje Bake y MacOBHHUM I0jaBaMa, a To Ou Tpebayio ma Oyne
OCHOBHH ITUJb CBAKOT UCITUTHBAbA.

[Topen Tora MHOTe OJAaTKE je HEMOTyhe y HOTIYHOCTH 0OYXBaTUTH
300T BUXOBE MACOBHOCTH. 3aTO j€ MOTPEOHO M3yUyaBaTH MMOjaBe Ha BETUKUM
CTaTUCTHUYKKUM CKYIIOBHMA U TO HA OCHOBY Mamer Opoja mojaraka, a 3aTuM
U3BPIIUTH YOIITaBake TOOMjEHUX pe3yliTaTa U Ha 1[e0 CTATUCTHYKH CKYII.

Teopuja BepoBaTHOhe npencTaB/ba OCHOBHY Hay4YHY IUCLUIUIMHY
Koja oMoryhaBa peraBame OBa JiBa poOiemMa CTaTUCTUYKE aHallM3€e. 3aTo
cy crneaeha mormnasiba mocBeheHa ocHOBaMa TeOpHje BepoBaTHoOhe U TO Y
OHOJj MepH Koja je MoTpeOHa 3a Jajba CTAaTHCTHYKA UCTPAKUBamba.

Pa3Boj craTHcTHUKEe METOOJOTHjEe TMOYHIE OHJa Kaaa Cy
CTaTHCTUYapU TOYEIM KOPUCTUTU AePUHHIIMjE, TOCTyJaTe U TeopeMe
MaTeMaTuuke meopuje eeposamuohe. OBa Teopuja mpeacTaBba "KocTyp"
CTAaTUCTUKE, a Touena ce Gopmupatd npuMewmyjyhu Marematuky y
onpehuBamy MoryhHocTH y T3B. urpama Ha cpehy:. kolika, kapTe, pyjier u
cr. Y XVII Beky y mpuBaTHO] KOpECHOACHIIMjU MaTeMaTHuapa Pascal-au
Fermat-aca Chevalier de Mérékoja ce omHOCHIa Ha pa3IHyKMTa MHUTAkHA
Be3aHa 3a IOCMaTpame Hurapa, GOpMHpaH je OCHOB 3a pPa3BOj TEOpH]je
BepoBaTHOhe.

Craructuyapu mpuxBarajy ckopo dacuuaupajyhe MoryhHocTH
TEOpHje BepoBaTHOhe y pellaBamy CTaTUCTHUKUX Mpobiema. Pa3Bujajy
CIeNMjaJlHy METOJAOJIOTH]Y Koja TIOCTaje HajBaKHHU]E€ CPEACTBO y
TEXHUYKHM, OMOMEIUIIMHCKUM | IPYIITBEHUM HayKama.
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MareMaTiuka JAMCHUMIUIMHA Koja ce ©0aBM HM3payyHaBambeM
3aKOHUTOCTH CIy4ajHMX I0jaBa Ha3uWBa ce Teopuja BepoBaTHohe. OHa je
movena ga ce pasBuja cpeauHoM XVII Beka M TO Ha OCHOBY H3BECHUX
npobiemMa Be3aHMX 3a Xa3apAHe wurpe. 3axBajbyjyhu y3ajaMHOM
CTUMYJIAaTUBHOM [ICJIOBAalby TEOpHje M IPUMEHE JONUIO je 10 Pa3BHUTKa
OIIITE MaTEMAaTUYKE TEOpHje KOja MMa BEJIIMKY IPUMEHY Y BEOMa HIMPOKOM
CIIEKTPY Pa3IMYUTHX 00IaCTH MPUPOAHUX U JPYHITBEHHX I10jaBa.

3.1. CUT'YPHHU, HEMOI'YRM U CJOIYYAJHAU
JOTI'ABAIJAN

N3y4aBame mojaBa WiM mpoueca, OWIo y IpUpOIH WIH Y IPYIITBY,
BpPIIM CE€ Tako INTO Ce IOCMaTrpajy Jnorahaju Be3aHH 3a Ty II0jaBy.
VYrBphuBameM onpehennx penanuja mely pasHuM porahajuma omucyjy ce
nojase M opel)yjy 3aKOHUTOCTH Be3aHe 3a Ty M0jaBy MJIH MPOLIEC.

Cge norahaje Be3aHe 3a jeIHy 110jaBy HJIH MPOIIEC ISTUMO Y TPH Kjlace:
* Hemoryhu norahajmu,
e Curypnu gorabhaju, n
* Cayuajuu gorahajm.

VY npupoau 1mocToje mojaBe Koje ce€ MOry MOTIYHO OMKCATH MOMOhy
curypaux u Hemoryhux porahaja. To cy mojaBe JaeTEPMHUHUCTUYKOT
kapakrtepa. Ha mpumep, no3naBajyhu 3akoHe kperama HEOECKHUX Tena y
CYHYEBOM CHCTEMy Moryhe je cacBUM Ta4yHO YTBPJUTH TIOJIOKA] CBaKe
IUITaHETEe y CBaKOM TPEHYTKY, MPEABHIETH MOMpaueHmhe CYHLA, YTBPAUTH
yIaJb€HOCT U Op3WHY KpeTama Iianera u ci. Mcro tako, 3najyhu Newton-
OB 3aKOH rpaBuTanyje Moryhe je yrBpauTu Op3uHy najiama Teja, Ha OCHOBY
BpeMeHa U Op3WHEe YTBPJIUTH TOJI0XKa] TEIa U CII.

[IpoyyaBame OBakBHX II0jaBa C€ 3acCHMBAa Ha YTBphUBamy
3aKOHUTOCTH M3 KOjUX CJIe[ie CUTYpHU WM Hemoryhu norahaju. Mehyrum, y
NPUPOM, a HAPOUYUTO y JIPYIITBY Aajieko je Behu Opoj mojaBa koje ce He
MOTY TIOTITYHO OMHcaTH MoMohy curpHuX u Hemoryhux morahaja.
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3. Cnyuajnu doeahaju u seposamnoha

Y3MuMoO HajjeTHOCTaBHHjU HpuMep Oarama Kolke. JacHO je na ce
MOXe YTBPAMTHU Ja he Kollka CUTYpHO HacTu Ha CTO, Ja je Hemoryhe na ce
3aIp KU y Ba3ayxy W ci. TakBa TBphema HaM HHM M3JaleKa HE OIUCY]y Taj
excnepuMeHT. 3Hamo Aa he npu O6anamy nactu jeaan ox Opojesa

{1,2,3,4,5,6}

anu He 3HaMOo Koju. Ako mpu Oarnamy KOIIKE MOcMarpamo, Ha IMpUMED,
norahaj: mao je O6poj 4, jacHo je ma ce Taj morahaj mMoke, alu U HE MoOpa
OCTBAapHUTH.

Osaxesy epcmy doeahaja Koju ce y 0amoj nojagu modxice ocmeapumu,
anu u He Mopa Hazusamo ciaydajHuMm aorahajem. /lojase unu npoyece xoje
hemo npoyuasamu npexo cuyuajrux docahaja 36ahemo eKCIepUMEHTH.

Ckyn enremeHntapHux aorahaja

Y  wu3yuaBamMMa ciIydajHux ~jorahaja  mpBo  yTBphyjemo
eKCIIEpUMEHT WJIM T0jaBy KOjy heMo MCIUTHUBATH, a 3aTUM CKyn Moryhux
pe3yaTara nmocMarpaHor ekcriepumenTa. [locmaTpajmo criegehux Hekomuko
npuMepa:

[Ipu Gamamy mpaBuiaHOr HOBumMha yTBplhyjemMo Ja ce eKCIepUMEHT
cacroju 'y Oaumamy HoBuMha ® Jnga je ckyn Moryhux pesynirara
eKCIIepUMEHTA.

{ucwmo, I'p6}

Pacniogena tpu ciy>xOeHMKa y TpU KaHIEeJIapHje BPIIU C€ TaKO IITO
ce 3a MpBOT CIIy>kKOeHHKa Oupa CIIy4ajHO jeHa OJ KaHIleJIapHja, 3aTUM ce 3a
JIpyror Oupa jemHa on mpeoctanux W 3a Tpeher tpeha xanuenapuja. Cxkyn
Moryhux pesynraTa OBOI €KCHEpUMEHTa je ckyn cieaehux pacrmonena
ciy:kOeHHKa @, b 1 C 1o KaHIenapujama:

1.|alblc| 4 |bclal
2.|alc|b| 5.]c|bla|
3.|blalc| 6.|clalb|
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Ocnose seposammnohe

Ha jennom mecty ce Genexu Opoj caobpahajuux Hecpeha. Axo ce
nocMaTpajy JaHu y Helesbu M pacmojena N Hecpeha mo gaHuMma, oHna je
cKkyn Moryhux pesynrara eKcrepuMeHTa CKyIl pacrozena N Hecpeha y 7
nana. Pazmumuntux Mmoryhux pesynrara uMma yKymHo N'.

VY wMery ce raha 10 myra. Ako ce Oemexu Opoj morojaka, CKyIl
Moryhux pesynrara ekcriepumenTa 6uhe ckyn Opojea

{0,1,2,3,45,6, 7,8,9, 10}
Bama ce komka mo mpBor mamama mectuie. Kag ce Genexu 6poj
Oamama, CKyn Moryhux pesyinrara je ckym OpojeBa
{1,2,3,... }
N3 ckyma OpayHux mapoBa Oupa ce Ha Ciy4yajaH HayuH jefaH
Opaunu map u Oenexxu ce crapocT oba cympyxHuka. Ckyn moryhux

pesyarara je Omimo koja tadka (X, Y) m3 paBHu XOY y mpaBOyraoHHKY
ABCD parom ua cioumu 3.1.

A
d D C
c | A / .
0 a b
Cauxa 3.1.

Kao mro ce Buaum W3 OBUX MNpHMEpa, 3a CBaKH EKCIIEPUMEHT
BE3yjeMO jemaH CKyn Moryhux pesynrata eKCHepuMeHTa. Y jeIHOM
n3Bohemy eKCIiepuMeHTa OcTBapuhe ce TauHO jedaH o1l MOryhux pesynrara.
VYHanpen ce He MOXKe 3HAaTU Koju he To peszynrar 6utu. Kaxxemo na ce oBu
Moryhu pesynaratu MehycoOHO uckipydyjy. Ilopem Tora cBakm om HBHUX
npezcTaBiba ciydajaH gorahaj jep ce y u3Bohemy eKCIepUMEHTa MOXKe
OCTBAapHTH, a M HE MOpa.
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3. Cnyuajnu doeahaju u seposamnoha

Ckyn mozyhux ucxooa ekcnepumenma 306emo CKyI eJeMeHTAPpHHUX
aorahaja. buno xoju pezynmam excnepumeHma NOMNYHO ce OnuUcyje jeOHuUM
U camo jeOHUM enemeHmom cKyna moeyhux ucxooa.

W3 HaBeneHMX mpumepa ce BUIM Ja CKYyIl eleMEHTapHHX noralhaja
MOTY OMTH CJIOBA, pacrojiese ejxeMeHara, peajqnu opojeBu u ci. [lopen Tora
CKyIl eJeMEeHTapHUX porahaja Moxe OWTH. Konauawn, Oeckonauawu, a
npeopojug; u dbeckonauno nenpeodpojueg.

Ckyn enemeHTapHuX Jorahaja Moxke OUTH CKym Tadaka Yy
jeTHOTMMEH3MOHATHOM MPOCTOPY, CKYN Tadaka Yy JBOAWMCH3HOHAIHOM,
TPOAMMEH3NOHATHOM HMJIM BUILIEIUMEH3UOHAIHOM IIPOCTOPY.

Ha npumep, nmpu Mepemy Beka Tpajama jeHE CHjaIHIe CKYII
eJIEeMEHTapHHUX Jorahaja je cKyn Tayaka Ha peajHOj OCH TaKBHUX Ja je

{tit=a}.
Axo ce Ha mpUMep Ha CllydajaH HAa4WH W3 CKyla HPUBPEIHUX

npeay3eTHUKa Oupa jeaHo npenysehe u ucnuryje ce:

* 0Opoj 3amociaeHux,

*  YKyNaH J0XO0JaK,

*  TPOIIKOBH IOCIIOBAMbA,

* TpoceYaH JUYHU JOXO/aK,

* Opoj moBpena Ha pamy,

onga he ckynm enemeHtamux jgorahaja OMTH CKyn Tadaka Yy
HETOIMMEH3NOHAITHOM IIPOCTOPY KOjU OATOBapa OrpaHUYECHUMa BE3aHUM 32
CBaKo MMOCMAaTpaHo obenexje.

[TocmaTpajMo caja MpoOW3BOJHHHM ciydajHu pgorahaj A. 3a cBaku
€JIEMEHT CKyIa eJeMEHTapHuX Jorahaja 3HamMo Ja JH HEroBa peanusanuja
3HaUYM OCTBapeme jaorahaja A, Wi HEroBo ,He ocTBapeme’. Jpyrum
pednma, CKyln eJleMeHTapHuX jorahaja MoOKeMo TMOJACIMTH Ha JBa
HOJCKYTIA:
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1. nmoxackyn eneMeHTapHMX Jorahaja  uMja peanusandja 3HA4U
peanu3zanyjy norahaja A, u

2. TOICKYIl eleMeHTaMuxX Jnorahaja umja peanm3anyja 3HA4Yd Ja Ce
norabhaj A HHje peaTr30Bao.

[IpBu momckym eneMeHTamMux gorahaja MOTHyHO omnucyje norahaj A.
Ca npyre cTpane, OUJI0 KakaB MOJCKYI CKyIla eJIeMEHTapHHX jforabaja koju
CaJp>KU JeTHY WJIM BUIIIE TadaKa MOKE C€ IMOCMaTpaTH Kao ciay4ajaH jgorahaj
A Koju ce ocTBapyje ako ce€ OCTBapu jelHa OJf Tayaka I[OCMAaTPaHOT
HOJCKYTIA.

[Ipema Tome, cmyuajuu forabhaj ce mMoke nepuHHcaTtu Ha cieaehu
HAYMH:

Jdedunnumja 3.1. Cayuajun nporahaj je noockyn cxyna enemenmapHux
doeahaja.

Cnywajun gorahaj wmoxe OuTH Hcka3aH peuuma. Iberoso
nmpoydJaBame MOTyhe je jeIMHO aKo OJpeIuMO OAroBapajyhu eKCIeprMEHT,
CKYIl eJeMeHTapHUX jorahaja u MOACKYI KOjH OAroBapa JaToM CIy4ajHOM
norahajy.

Ha nmpumep, Heka ciyuyajuu norahaj A 3Hauu: npu Oamnamy KOLKe
nao je 0poj nesbuB ca Tpu. OBIE je SKCIIEPUMEHT Oallama KOIKE, a CKYII
eJIeMEHTapHUX Jioralaja je ckym OpojeBa

{1,2,3,4,5,6}
Cnyuajuom gorahajy A oarosapa MOACKYH 4YHjH Cy €IEMEHTH
OpojeBu:
{3.6}
jep ocTBapeme OMIIO KOT Of] lbUX 3HA4M U ocTBapeme norahaja A. Ca apyre

cTpane morahaj A ce ocTBapyje jeIMHO OHAA KaJl Ce OCTBapW jelaH O]l
eJIeMeHaTa IIOCMaTPaHOT MOJICKYTIA.

IMocmatpajmo npyru mpumep. Heka ce W3 jenHe BelIMKe Trpyre
cTyzeHara Oupa, Ha CIy4dajaH HauWH, JeJlaH CTYJCHT U HEeKa Ce MEpe HEeroBa
TexnHa X U BUCHMHA Y. AKO ce TE€KXHMHA CBUX IIOCMAaTpaHUX CTyJeHaTa
kpehe y unrepsany [55; 100],a Bucuna y untepsany [150; 198],mra he
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3. Cnyuajnu doeahaju u seposamnoha

npejacraBibaTi Aorahaj A: ,m3abpanu cryneHt je Texu on 80 kg, a Huje
Bumm ox 180 cni.

A
198 |-y -------
" 1
I 1
! :
170 f----dooe
1
150 ____-?_____I 1
0 55 80 100

Cnuxa 3.2.1Ipumep y 2 oumen3uje
Ha cnumu 3.2. norahaj A je ckym Tadaka y mipadupaHnoj IOBPIIUHH.

AKoO ce y jeZIHOM eKCIIepUMEHTY Aoralaj He MOKe OCTBAPHUTH, Tj. aKO
je To Hemoryh morahaj, oHIa BeMy oaroBapa MoJCKYIl CKyIa eIeMEHTapHUX
norahaja Koju HEeMa HU jelaH eJIEeMEHT, a TO je mpas3aH nojackyn. [Ipema
tome, Hemoryh nmorahaj Tpeba nedunmncar Ha cineaehn HaunH:

Jdedunnumja 3.2. Hemoryh norahaj je noockyn ckyna enemenmaphux
ooealaja koju Hema Hujedan enemenm u 03Hayasa ce ca D.

Onepanuje ca cayuyajuum agorahajuma

Cnyuajae nmorahaje peduHUIIEMO Kao MOACKynoBe M Mehy muma
MOXeMO JeUHHCATH W3BECHE OIepalyje aHaJorHe olepandjama Ha
ckynoBuMa. HapaBHo, 0 TUM orepaiidjama roBopuhemMo Kao o orneparyjama
mely ciydajuum norahajuma.

Hedbununmja 3.3. Hexa je oam cayuajan oocahaj A. Cynporan aorahaj je
docahaj A xoju ce ocmeapu onoa u camo oHOa Kao ce A ne ocmeapu.

Cymnpotnom norahajy A OJIroBapa MOJCKYII eleMeHTapHuX forahaja
KOJH He TIpunazaajy oaroapajyhem moackymny gorahaja A. Ha cimumm 3.3. 10
Cy Tauke y mpagupaHoj HOBPIINHH.
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Cnuxa 3.3.Cynpoman docahaj

Ha mnpumep, Oamajy ce wuctoBpemMeHo derwpu HoBumha. Heka
ciyudajHu norahaj A 3HauM: ,HM jenaHnyT HMje mano mucmo’. Tama he

cynpotan A norahaj 3HAYMTH ,,0ap jeIAHITYT j€ TaJI0 MTUCMO .
Crnyuajuu norahaj A je mOACKYII ca jeTHUM €IEeMEHTOM
A={0}
a cynporas joralaj je mojacKyI
A={1,2,3,4}

Hebunummja 3.4. Cynpoman oocahaj nemoeyhee oocahaja je curypan
norabhaj. Ozunauasahemo 2a ca Q.

Hemoryhem norahajy oarosapa mpasan mojckyn. CBH €IeMEHTH
KOjU HUCY Y MPa3HOM MOJICKYIY Cy elleMeHTapHH gorahaju. 3aTo je curypan
norahaj ycTBapu CKyIl eleMeHTaMux jorahaja.

Jedununumja 3.5. /lama cy 0sa cnyuajua dozcahaja A u B. Axo ce ceaxu nym
Kkao ce ocmeapu ooeahaj A ocmeapyje u o0oecahaj B kaxcemo oa A
umnunupa B u oznauasamo mo ca

AOB (3.1)

Penanmja (3.1) 3Haum ja CBH €JIEMEHTH MOJCKYNa KOjU OIroBapa
norahajy A mpumanajy u nMoAcKyny kKoju oarosapa gorahajy B, 1j. kax je A
caapxaHo y B.

Hedununmja 3.6. 3a dsa cryuajua ooeahaja A u B kasxcemo oa cy jeqnaku
axo ucmospemerno A umnauyupa B u B umnauyupa A, mj. axo je

AOBuBO 4 (3.2)
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3. Cnyuajnu doeahaju u seposamnoha

Kao mrTo ce Ha peamHnum OpojeBuMa JedUHUILY OIepalije
cabupama U MHOXKEHa TaKO C€ U Ha CIIy4ajHUM Jorahajuma neduHumry 18e
onepanuje. To cy yHH]ja U TIpeceK ciay4yajHux gorahaja.

Omnepauuja yuuje: Hexa cy odamu cayuajuu ooecahaju A u B, yHmja
norahaja A m B je docahaj xoju ce ocmeapu onoa u camo omoa Kao ce
ocmeapu 6ap jedan o0 docahaja A u B. Ynujy oea doeahaja osnauasahemo
ca

AOB (3.3)

Cnyuajaum  norahajuma A u B oxarosapajy 1nBa mojackymna
enemeHTapHux norahaja. lbuxosoj ynuju AL B he oxrosaparu moackyn
eneMeHTapHuX Jnorahaja koju mnpunanajy O6ap jeaHOM O] TMOJACKYIOBa
Bezanux 3a gorahaje A m B. Ha Caumm 3.4. To cy Tauke mpadupane
MIOBPIIINHE.

Ckym eneMeHTapHuX jgorahaja Q

-

v 4
ya v 4
£ r {

\% A fauB B

Cnuka 3.4.Vnuja 0sa docahaja

Ha mpumep, 3Ha ce Aa jemaH MpoM3BOA MOXe UMAaTh JIeeKT MpBe
BpcTe u nedexT apyre Bpcre. Heka cimyuajuu gorahaj A 3Hauwm: ,,IpOU3BOJ
uma niedexT npse Bpere”, a norahaj B 3naun: ,,mpousBoj uma aedext npyre
BpcTe”.

BuxoBa yauja ALl B he 6utu ciyuajuu norahaj xoju he 3HauuTH:

,,JIPOU3BOJ Ma ePeKT ", WK ,,[IPOU3BOJ] j€ HEUCIIPaBaH .

Omnepauuja mpeceka: /lama cy 0sa cayyajua odozahaja A u B, mpecek
norahaja A u B je cnyuajan doeahaj koju ce ocmeapyje onoa u camo onoa
Kao ce ocmsape oba dozahaja, mj. kao ce ucmosgpemero ocmeapu u oo2ahaj
A u 0oeahaj B. I[Ipecex 06a docahaja o3nauasahemo ca

AIB uwm An B (3.4)
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Horahajuma A u B oaroBapajy aBa mojackyna eJeMEHTapHUX
norahaja. BbuxoBom mpeceky A[B oaromsapahe moackym eneMeHTapHUX
norahaja KOju HMCTOBPEMEHO NpHMAaAajy oAroBapajyhuMm moaCKynmoBHUMa
norahaja A u B. To cy ycTBapu 3ajeJHUYKH €JIEeMEHTH MoJACKyrnoBa A u B,
Kao WITO Ce€ BUIX Ha ciunu 3.5.

Ckym eneMeHTapHuX jgorahaja Q

Cauxa 3.5.11pecex 0sa doeahaja

Hexka ce craructuuku ckyn cactoju of N crynenarta mehy kojuma je
jeman Opoj mymrada. Ha ciyuajan HaumH ce Oupa jeman cryaeHt. Heka
norahaj A 3Hauu: ,u3abpaHa je CTyAeHTKUma , a norahaj B Heka 3Haum:
,,A3a0paHn je mymau”. buxos npecek A n B 6uhe ciydajan norahaj koju he
3HAYMUTHU: ,,M3a0paHa je CTYJeHTKHbA MyIay .

[Tonckyn koju oxromapa pgorahajy A je MOACKYI CTYACHTKHMbA, a
HOJCKYTI KOju oaroBapa jgorahajy B cy mymaun (CTyICHTH U CTYIECHTKHELE).
[Toackyn koju oarosapa npeceky AN B cy cTyaeHTKHIbE TylIayuu, Tj. OHU
eJIEMEHTH Koju npunanajy A u B.

Hebunummja 3.7. 3a osa odoeahaja A m B kaocxxcemo oa ce melycodHo
HCKJBYYYjY aKxo je mwuxos npecex nemocyh ooeahaj, mj. axo je

AnB=0 (3.5)

Horahajuma koju ce mel)ycoOHO HCKIbYUY]y OIrOBapajy MOACKYIOBH
eJeMeHTapHuX Jorahaja Koju HeMajy 3ajeTHUYKUX Tadaka.

Axo ce 06a docahaja A u B mehycobno uckmyuyjy maoa je wuxosa
YHUja 30up mux dozcahaja, wmo 03HAYABAMO Ca

AOB=A+B (3.6)
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3. Cnyuajnu doeahaju u seposamnoha

Tama WHUXOBO] YHMjU OJroBapa IMOACKYI eJIeMEHTapHux porabaja
KOjU TpHUMagajy wid mnoAackyny A wnm noackyny B. To cy Tauke y
mpadupanoj MOBPIIMHU Ha cuin 3.6.

Ckym eneMmeHTapHuXx jgorahaja Q

Cauxa 3.6.36up 0sa docahaja A+B

3a omepanuje yHHje U Ipeceka Koju cy AeUHUCaHU Ha CIIy4ajHUM
norahajuma Baxke cieneha Tpu 3akoHa:

1. Komymamusnocm: AIB=B[Au ALUB=BUA
2. Acoyujamusnocm:(AOB)OC=A0(BOC)u (ALB)IC = Al(BIC)
3. Hucmpuoymuenocm: A[(BOC) =(BIA) O (AIC).

3a HaBeneHe NedUHMIMjE W ONEpalje Ha CaydajHUM jgorahajuma
Baxe cnenehe ocobune :

Ocobuna l. Au A ce mehycobHro uckmyuyjy jep je

AA=0 (3.7)
Fbuxoea ynuja je cueypan ooeahaj
A+A=Q (3.8)

Ocoouna 2. Ceaxu cayuajan ooeahaj A umnauyupa cueypan ooeahaj Q
AOQ
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Ocobuna 3. Axo A umnauyupa B, maoa je
AUB=B
AlB=A

Ocoouna 4. Yuuja cnyuajnoe ooeahaja A u nemozyhee ooeahaja [ je
AOO=A
@ WUX08 Npecek je
AlO =0

Ocobuna 5. Ynuja u npecex ciyuajrnoe doeahaja A ca camum cobom
je cam doeahaj A, mj.

AOA=A
AlA=A

Ocobuna 6. I[locmampajmo cryuajnu dozcahaj
AUB

Koju ce ocmeapyje kao ce ocmaapu 6ap jeoarn 00 rwux. Cynpomaun ooeahaj je
doeahaj Koju ce ocmeapu Kao ce He OCMEAPU HUjedan 00 FUX, mj. Kao ce

ocmeapu npecex AuB . 3amo je

AOB=AIB

Ha cnruan HaumH ce MOXe 3aKJbYUUTH 14 je

AIB=AOB

VYV pemaBamrMa pazHHX MpoOJieMa Be3aHWX 3a cliydajHe aorabaje
KOpUCTE C€ HaBelIeHe OCOOMHE W Oolepaluje M MOoMONy jeIHOCTaBHUjUX
ciy4ajHux gorahaja onmucyjy ce HeKu APYTH ciydajHu gorahaju.

78



3. Cnyuajnu doeahaju u seposamnoha

Ha npumep, raha ce mera 3 myra W mocMmaTpajy ce ClydajHH
norahaju Ai, A2 u Az koju 3Haue morahame MeTe y MPBOM, IPYTOM U
tpehem rahamy, pecriektuBHO. Tama he cimywajuu morahaj A koju 3HAYH:
,,MeTa je moroheHa ca Tpu mororka” OUTH jeTHAK

A=A A A,

a norahaj B: ,mera morolena 6ap jenannyr” jenHak je
B=AUAUA

nok ciaydajuu norahaj C 3nauu: ,,MeTa HuMje yonmmre norohena” u jennak
je

C=ATA A
OJTHOCHO

c=(ATATA)
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3.2.BEPOBATHORA

Kao mro je Beh pedyeHo, 3a ommcHBame T3B. MAaCOBHHUX I10jaBa
MojaBa ca CIy4ajHUM HCXOJIMMa CIYXHUMO ce ciydajaum norahajuma. Cap
CMO y CTamy Ja TavyHO OIHUIIEMO ciy4dajHe aorahaje um Jga ycrocTaBHUMO
u3BecHe penanuje mehy ;uma. OHO mITO je OUTHO 32 TOCMaTpaHy T0jaBy Cy
3aKOHUTOCTH KoOje Tpeba na yrBpaumo. To hemo mohu na ypaaumo oHaa Kaj
OyneMo y cTamy Ja Ha HW3BECTaH HAYUH ,,MePUMO” CIIy4ajHOCT KOJI
cinydyajaux norahaja. Ha ocHOBy ,M3MepeHMX’ ciy4ajHOCTH Moryhe je
KBAaHTUTATUBHO mopeheme ciydajHux gorahaja, a To he Ham omoryhutu u
MOTIYHU]€ OMMCHUBAE TIOCMAaTpPaHe M0jaBe.

CrydajHOCT KOJI ciy4yajHUX gorahaja ce UCIUTYje U ,,MepH’ TIPEKO
BepoBaTHOhe KoOja je y pa3au4yuTHM TpPEHyIlMMa CBOT pa3Boja Ouita
neduHrcaHa pa3nudyuTo. Pagm Oosber cxBaTama CYIITHHE BepoBaTHohe,
yno3Hahemo ce ca Tpu JebuHHIMjEe BepoBaTHOhe W TO pemocie oM
HCTOPH]CKOT pa3Boja OBE TEOPH]eE.

Knacununa nepununuja seposatHohe

Kiacuuna nehuHUII]a BepoBaTHOhe onpehyje T3B.
éeposamnohy a priori u mojam BepoBaTHOhe ce JAehHUHMINEC MPEKO T3B.
jennako BepoBaTHux jorahaja. Knacuuna nedununmja BepoBaTHOhe
omoryhaBa ma ce oxapeau BepoBaTHOha ciydajHux porahaja jemgHe
peNaTHBHO yCKe Kjlace eKCIiepuMeHara, a TO je Kilaca eKCliepuMeHara ca
KOHAYHUM OpojeM jeqfHaKo BepoBaTHUX Moryhux pesyJrara.

[TocmaTpajMoO €KCIIEpUMEHT KOME OJroBapa KOHadaH Opoj Moryhux
pe3ynrara, pertumo N. Heka je cBaku og N moryhux pesynirara mojjeaHako
BepoBaTaH Yy cueneheM CMHUCITy: Ha OCHOBY €KCIEpUMEHTa HEMamo
HUKAKBOT pa3Jiora Ja BepyjeMo Ja he HeKH pe3yJiTaT HACTYNUTH Mpe Hero
HEKH JIPYTH.

Ha mnpumep, ako Oamamo mnpaBMJIHY KOIIKY, CKylm MOryhux
pesynrara cy 6pojesu {1,2,3,4,5,6}.
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Hemamo HuKakBOr pasjnora Ja BepyjemMo aa he Ha mpumep, 2 MacTu
npe Hero 5 (oj ycIoBOM Jia je KOIlKa MPaBUIHOT 00JIMKa). AKO KOIKa HHje
NPaBWIHOT OOJMKAa HE MOXXEMO YHAmNpea TMPHUXBATUTH pe3yiTaTe Kao
MIOJIj€/IHAKO BEepOBATHE.

Hakie, npernocraBuhemMo a CKyn eJeMeHTapHuX norahaja mma n
NOJjeIHAKO BepoBaTHUX enemeHarta. [locmarpajmMo cimywajuu pgorabhaj A.
Hexka je m Opoj enemeHara moJcKymna Koju oAronapa ciy4ajHom gorahajy A.
Kaxemo ma je m 6poj ,,[TI0BOJbHUX" pe3ysTaTa eKCIIepHUMEHTa 3a CIy4ajHU
norabaj A.

Jdedunnumja 3.8. BepoBaTtHoha ciayuajuor morahaja A je ooduoc 6poja
,osowHUX"  pezynmama 3a 0ozahaj A u 6poja moeyhux pesynmama
excnepumenma. Beposammuohy ciyuajuoe doeahaja osnauasahemo ca

P(]

npu yemy hemo y 3acpaou ynucamu docahaj u uumamu ,,Beposammnoha
ooeahaja...”.

U3 oegpunuyuje 3.8.credu oa je
P(A)=— (3.9)
npu uemy je M 6poj ,nosomHux”", a N 0poj moeyhux pezyimama

excnepumenma. Beposamnoha (3.9)ce 306e BepoBaTHOha a priori .

IomTo ¢y M W N nenu HEHEraTUBHU OpojeBH, HHjEe TEIIKO
IPOBEPUTH J1a 6eposamuolia & Priori uma cienehe ocoouue:

Ocobuna 1. Beposamnoha 6uno xoe dozahaja je nenecamusarn 6poj,
mj.

P(A)=0 (3.10)
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Ocobuna 2. Beposamuoha cueypnoz doeahaja je jeOnaxa jedunuyu.
Axo je Q cueypnu ooeahaj onoa je 3a Q 6poj ,nogomnux” pezyrmama
m = n, maxo da je uz (3.9)

P(Q)=1 (3.11)

Ocobuna 3. Axo ce ciydyajuu pgorahaju A; u A, mehycoOHO
HCKJBYYY]y, OHJIA je Opoj ,,JIOBOJAHUX  pe3yJiTaTa 3a BUXOBY YHH]Y A1+ Ao
jemHak

m=m, +m,

pu 4emy je My 6poj ,,MToBOJBHUX" pe3yaTaTa 3a A, a Mp 6poj ,,TOBOJHHUX
3a Ao.

Ha ocnoBy (3.9) no6uhie ce na je

P(Ai + Az) = % +% OJTHOCHO

P(A +A)=P(A)+P(A,) (3.12)
Ocobuna 4. Beposamnoha nemozcyhee ooealhaja jeonaxa je wyau, mj.
P(0)=0 (3.13)

Ocobuna 5. Beposamnoha cynpommuoe ooealhaja jeonaxa je
P(A)=1-P(A) (3.14)

[Tpu oxapehuBamy @ Priori BepoBatHohe Tpeba OMTH J0CTA OMpPE3aH.
[IpBo mTo Tpeba yrBpauTH je Opoj Moryhmx pesynarara ekcrepuMeHTta N.
Jpyro, Tpeba mMpoBEpUTH Ja JIK Cy TH PE3YJITATH TOjSTHAKO BEPOBATHH.

Ha mpumep, nBa myta ce 0Oalia mpaBHJIHA KOITKA M OCJICKHU ce 30up
TayKHIla y oBa 1iBa Oanama. Ckym Moryhux pesynrara cy OpojeBu

{2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

OBu pe3ynTaTd HHUCY IMOJJEJHAKO BEPOBATHM, jep Ha MpUMEp
pesyarar he O6utu 2 ako je maja jeIUHHUIIA Y TPBOM M JPYroM Oaramy.
Pesynrar Oanama he 6utu cemam ako cy nanu cienehu maposu OpojeBa y
Oaramuma;

(1,6) (2,5) (3,4) (4,3) (5,2) (6,1)

3aro je BepoBaTHHje Aa he pe3ynrar OuTH cempam Hero aa he Outu
nBa. Y 0BOM mpumepy 6poj Moryhux pesynrara je N=6, u TO Cy mapoBu
OpojeBa y Oanamuma

(1.1) (2,1) ... (6,1)
(1.2) (2,2) ... (6,2)

(3.15)
(1,6) (2,6) ... (6,6)

Ceaku ox pesynrara (3.15) je moxmjenHako BepoBaraH. 3aro je
BepoBaTHOha 1a he 36up 6utu 2 jenHaka

1
P(2)=—
(2)=5¢
a BepoBaTHoha n1a he 306up OutH 7 jeqHaka je
6
P\7)=—
(7)= 3¢

UYecTto ce HENMOTIYHOM aHAJIM30M JAaKO IPUXBATH 3aKJbydaK oO
JeAHAaKO BEPOBaTHUM HCXOAMMA, IITO MOXKE JOBECTH [0 MOTPELIHUX
3aKJbydaKa.

TakaB je Omo cimyuaj ca T3B. mpobiremom CHEAVALIER DE
MERE : TTocMaTpajy ce 1Ba eKCIIepUMEHTA:

a) Oama ce mpaBWiIHA Kolka 4 myTa M mocMatpa ce jgorahaj ma
0ap jelaHmyT majaHe wecmuya,

0) Oarajy ce MCTOBPEMECHO JBE KOIlke 24 myTa W mocMaTpa ce
norahaj na 6ap jenaHmyT najJHe nap wiecmuya.
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OcHnose seposammuohe

[Ipobnem je na ce oxpenu Koju ox ABa forahaja je BepoBaTHUjU.

W3BecHo BpeMme ce cmartpalio j1a ¢y oba norahaja jeaHako BepoBaTHa
jep ce 3akJpyunBaio Ha ciefehu HaunmH: Opoj Pa3NTUUUTUX pe3yiTara ca JiBe
koike 6 myra je Behu ox Opoja pesynrata ca jemHoM Koikom. Ilomito y a)
Oanamo korky 4 myra a y 0) aBe koike Oariamo 6 myra Buiie (1j. 24 myTta)
OHJIa Cy MCTE IIaHCe Ja MajJHe jenHa nectula y 4 6anama jeaHe Koke Kao
U TaJiama mapa niectuna y 24 6anama napa KOIKH.

Mebhyrum, kax je Ouina opraHu3oBaHa urpa Ha 0a3u oBa JBa
eKcrepuMenTa yTBpheHo je Ouio aa y BelIuKoM Opojy urpama uemhu je 6uo
no6utak 0a3upaH Ha MUTPH MOJ a) O JOOHUTKA 0a3UpaHOT HA UTPH O] 0).

3ancra, y 6anamy jenHe Kouke 6poj Moryhux pesynrara je

n=6*
a Opoj pe3yaTaTa Ja HHjeTaHIyT He agaHe 6 je
m=5"
3aro je TpaxkeHa BepoBaTHOha
5 4
P= 1_(Ej = 0516 (3.16)

Kao BepoBaTHoha cynmpoTHoOr gorahaja.

VY cnyudajy Ganama mapa Kok, 0poj Mmoryhux pesynrara je

n =36
a Mehy muma O0poj pe3yiaTaTa Jaa He MMaJlHe HUjeIaHITyT map MIeCTUIa je
m= 35"
Tpaxena BepoBarHoha je jeaHaka:
P= 1—@’—324 = 0491 (3.17)
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

U3 (3.16) u (3.17)ce Buam na je BepoBaTHUjU Aorahaj mox a) on
norahaja oz 0), ITO je CACBUM Y CKJIaAy Ca KCIIEPUMEHTAITHO yTBpheHOM
YHEBEHUIIOM Ha 0a3u urapa.

Knacuuny nepununmjy BepoBaTHohe Moryhe je y U3BECHHM
cllyyajeBMMa IPOUIMPUTH M Ha EKCIepUMEHTe ca OecKOHayHO Moryhmx
pesynrara. Tako ce no0uja 13B. 2eomempujcka éeposamuoha.

Ha npumep, neka je y paBau XOY mara orpanudena obmnact G u
yHyTap e Jpyra objact (. 3amuciuMo cienehum  eKCHepuMeHT:
NPOM3BOJHHO Maja KyIJIMIAa Cc€ Ha ciydajaH HauuH Oamu y obmact G u
nocMaTpa ce Tadka y kojy he mactu xyrimna. CBaka tauka obnactu G je
Moryhu pe3ynrTaT ekcriepuMeHTa U CBe TauKe Cy ,,[10J]jeIHaKO BEpOBaTHE .

IMocmaTpajmo ciyuajuu gorahaj A koju 3HauM: ,,0aueHa KyrJuua je
nana y Tauky oosnactu g”. Tana je BepoBatHoha norahaja A jegnaka

P(A) _ POV(g)

" Pov(G) (3.18)

Tj. BepoBaTHOha je jemHaka oHOCY oBpimrHA oomactu gu G.

Jedbunnnmja reomeTprjcke BepoBaTHOhE ce MOXKE MPOIIUPHUTH U Ha
jeMHOAMMEH3WOHANaH, TPOAWMEH3WOHAJIAaH WM BHIICIAMEH3UOHAIAH
npoctop. Y jeIHOINWMEH3WOHATHOM IPOCTOPY IOCMaTpa ce KOHa4aH
uHTepBan nayxune D u untepBan nyxune d. AKo je cBaka Tayka HHTEpBasia
D ,nmonmjennako BepoBaTHA' Kao MOTryh pe3ynTar eKCIepUMEHTa OHjaa je
BepoBaTHoha na he ce ciiydajHo nzabpana Tauka Hahuw y UHTEpBally 4Hja je
nyxuHa d jenHaka

_d
D

IpHU YeMy je uHTepBai ayxune d caapkan y nHTepBaiy ayxuue D.

P(A) (3.19)

Y TpoaMMEH3MOHATHOM MPOCTOPY, T€OMETpHjcKa BepoBaTHOha je
OJIHOC o/iroBapajyhux 3ampemMuHa

N—

P(A) = % (3.20)

~—
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OcHnose seposammuohe

a y BHIICIUMEH3MOHAIHOM IPOCTOPY TO j€ OJIHOC oaroBapajyhux
XHIep3anpeMuHa.

Ha npumep, y pyneTy KpyKHHUIla je mojesbeHa Ha 37 1oJba Koja cy
HAaU3MEHUYHO 000jeHa MPBEHOM U ILPHOM 00joM. JeIHO MOJBE j€ OCTajo
Oene 60je. Cako moske Hocu Opoj 1, 2, ... unu 36,a 6eno mosbe uma 6poj 0.
VY4yecHUIM y UTpH CcTaBJbajy onpeheH n3HOC Ha mosbe Koje xene. Kyrnuma
KPY)XKM HMBHIIOM Kpyra Koju ce Takohe BpTH, anu y OOpPHYTOM CMeEpY Ol
kyrnune. CBaka Tauka KpYXHHMIE je TOJjeJHAKO BEepoBaTHA. 3aTO CBAaKO
10Jb€ MMa UCTY BepoBaTHONY Koja je jenHaKa

-1
37

a TO je OJHOC OYXHHE KpPYKHHIIE KOja OJAroBapa HCEYKy U oOuma
KPY>KHUIIE.

IMPOBJIEM CYCPETA. Ilocmarpajmo cnenehu npumep. Ba nauna
ce oroBope Aa ce Hal)y Ha JOrOBOPEHOM MECTY Y BPEMEHCKOM HHTEpBAy
on jemHor carta. [IpBu koju nohe Ha yroBopeno mecro yeka 20 muHyTa,
1ocJje yera oayaszu. AKO CBaku Ol lbUX Moxe ohu y OMIlo KojeM TPEeHYTKY
MOCMAaTPaHOT caTa, a (bUXOBU JIOJIACIU CY He3aBUCHU Mel)ycOOHO, KOJMKa je
BepoBaTHOha cycpera? Ha cmuum 3.7. mpukasaH je [OCMaTpaHu
EKCIIEPUMEHT.

P(A)

O 20 40 60 A
Slika 3.7lIpo6aem cycpema
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

Ha ocu X HaHemieH je TpeHyTak Jojacka MpBOT JIMLA, a Ha OCH Y
TpPEeHyTaK Jojlacka Jpyror jauna. Moryhu pesyaTatu cy cBe Tauke y
npaBoyraouuky OABC.

Jo cycpera he nohu axo je

[x-y| <20
a TO Ccy Tauke y mpadupaHoj HOBPIIMHU. 3aTO je TpaKeHa BepoBaTHOha
_60°-40> _5
P=——o—=—
60 9

Buffon-oB __mpobaem: Jlocma eadxcny ynoey y ucmopuju pauyHa
seposammnohe umao je npobiem noswam noo umenom Buffon-os mpoodaem
UrJie.

Tanka wrma gyxkuHe 2| 6ama ce Ha CioyJ4ajaH HadydH Ha DPaBHY
NOBPIIMHY KOja je TOjeJbeHa NapalielHUM JIMHHjaMa yAaJbeHUM 3a 2a
jemHa o mpyre (I < a). Tpaxku ce BepoBarHoha na he uria npecehu jeaHy
0J1 TTapaseIHNX JUHH]a.

a) , k) 6) x| C B
L :

A 71
O

Cnuka 3.8 Buffones npobiem

O3HaunMO ca X yIaJbeHOCT CpeauHE WUIJie Of HajOoNmXke mpase
auHMje, a ca P yrao Koju Urja 3akjana ca MpaBUM JMHUjama. Benmnunna X
MO>Ke OUTH OMIIO KOju Opoj U3 HHTEpBaIa [O ) a] ,ayrao ® moxxe OuTH OUIO
KOju Opoj U3 MHTEpBaIa [O iﬂ Ha crunu 3.86) npukasaH je mpaBOyraOHHK
OABC unja cBaka Tauka Moke OUTH MOTyh pe3yiTar eKCriepuMeHTa.
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OcHnose seposammuohe

Ha cnumm 3.8a) ce Buau na he urna npecehu npaBy jequHO Kaj je
X<lsin®

a To Cy Tauke y mpadupaHoj MOBpUIMHU ciuke 3.80).
3aro je TpakeHa BepoBaTHOha jeiHaKa

m

jsi nddd

p=2
anr

OIIHOCHO
p=-2 (3.21)

U3 (3.21)106wmja ce na je

2
m=— 3.22
a P ( )
Wzpaz (3.22) mocayxkno je 1a ce EKCIePUMEHTAIHO OApEIn
BpeaHOCT Opoja . AKO ce uriia 6aru Beauku Opoj myTa u Oenexu ce 0poj
Oarama y KOjuMa Hrja mpecede npaBy, BepoBarHoha P he npubnnxuo OuTH
jemHaka

_ bpoj npeceyarba npage

bpoj bayarba uene

Tako je na npumep 1894 ronune usspuieno 1120 Ganama urie u
noOujeHa BpeIHOCT 3a T je Ouna

nn=31419

a 1901roaune u3BpmieHo je 34086amama 1 1001jeHa je BpeaHOCT
n1=31415929
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

Emnupujcka BepoBaTHoha

ITocmaTpajmo ciy4aj Kaa m3abepeMo jeAHO JIHIE M HCIUTYjeMO
ErOBY CcTapocT. AKo je T Bpeme Koje JOXKHBH MTOCMAaTpaHo JIMLE, OHJIA je
cKymn Moryhux pesynraTa ,,eKCIepuMeHTa’ CKyIll HeHeraTWuBHUX OpojeBa t,
IpH YeMy je

0<t<T,
rze je T, HajBeha cTapocT KOjy MOXe JOKHBETH HEKO JIMLIE.

M3 uckycTBa 3HaMO Jla je BepoBaTHHje Ja he mocMaTpaHo JIHIE
noxxkuBetu 60 ronuna, Hero na he moxkuseru, penumo, 100ronuna. [Ipema
TOME, CKYyIl €JIeMEHTapHUX jaoralaja He MOXKEMO OJPEIUTH TaKO Jia CBAKU
eJleMeHT OyJie MOIjeTHAKO BEepOBaTaH, IMa CaMHUM THM HE MOXXEMO OJPEAUTH
HU BepoBaTHOhe ciy4yajHux jgorahaja Be3aHUX 3a OBaj ,,eKCIIEPUMEHT .

3ato je u gepuHUCAHA emuupujcka  eeposamHoha WA
eéeposamnoha a posteriori xoja he wnam omoryhutun onpehuBame
BepoBaTHOha M 3a OHY KJIacy €KCIIEpMMEHATa KOju JOBOJIE JO0 HEjeIHAKO
BEPOBATHUX pPe3yJTara.

[IpeTnocTaBMMO Ja €KCIIEPUMEHT MOXKEMO NMOHOBHTH HEOTPaHWUYCH
6poj myta. [TocmaTpahemo cimyqajau gorahaj A Be3aH 3a Taj eKCIIEPUMEHT.

AKO eKCIIepUMEHT MOHOBHMO N TyTa M MPH TOM Ce MOCMaTpaHh
norabhaj A peannzoBao tauno N(A) myTta, Tajga ce KOJTUIHUK

f =\ (3.23)

Ha3WBa peramusHa gpexsenyuja ooeahaja A.

Hebunummja 3.9. Axo Opoj nomasmara excnepumeHma HeOSPAHUUEHO
pacme u axo peramuena gpexeenyuja ooeahaja A medxcu HeKOM KOHAYHOM
Opojy, oH0a my epaHudHy 8peOHOCm HA3Uu8amo eeposamuohom doeahaja A.
Beposammuoha oopehena oOegunuyujom 3.9. Hazusa ce emMmnupHjcka
BepoBaTHoha wiu eeposamnoha a posteriori. Yecmo ce ma seposammnoha
306€ U CTATHCTHYKA BepoBaTHORha.
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OcHnose seposammuohe

VY cTBapu, emnupujcka BepoBaTHoha ciyuajHor norahaja A je
jemHaka

P(A) = Lipl@ (3.24)

OcHoBHU mipoOiieM y AeduHHCamy eMIIMpHjcKe BepoBaTHoOhe je
npo0JieM er3UCTEHIMje U jeHO3aYHOCTU TpaHnyHe BpenHoctu (3.24). Ako
Ta TPAHMYHA BPEJHOCT He NMOCTOjHU M HUje je[ITHO3HAYHA 32 HEKE CITydyajHe
norabaje, oHa HeMa cMHEca HU BepoBaTHoha JeduHrucaHa TOM TPaHUYHOM
BpeaHouthy.

I'pannuna Bpeanoct (3.24), omHocHO & posteriori BepoBatHOha
MOYE C€ OJIPEAUTH CKCIICPUMECHTAITHUM ITYTCM.

Tako je Ha npumep, Buffon uzseo excrepumeHT KOju ce cacTojao y
404006anama npasuiaHor HoBYrha. JIo6uo je, na je penaruBHa (ppeKkBeHLN)a
nojaBJbuBama ,,Ilucma” ouna

0,5080

Pearsonje oBaj excnepument monoBuo 12000 myra u mobwo je
penaTUBHY (pPEKBEHIN]Y

0,5016
a Ha ocHOBY 24000moHaBspama OBOT €KCIIEPUMEHTA JOOMO j€ BPEAHOCT

0,5005

Ha ocHOBy oBHX moJaTaka ce MOXKe 3aKJbyYUTH Jia je BepoBaTHOha
nafama , Jlucma” mpu Ganamy npasuiHor HOBumha jennaka 0,5.

Wnu Ha npumep, Tabnuia ciaydajHux OpojeBa ce MpaBu Tako IITO Ce
Ha cJIy4ajaH Ha4MH Oupajy OpojeBu

{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}
U CBaKOj IIU(pU ce MpuIucyje ucra BepoBaruoha xoja je jennaka 0,10.

Ako ce y Tabmumu ciaydajHux OpojeBa mocMaTpa peslaTUBHA
dpekBeHIMja TIOjaB/bMBaKka peUUMO cenMmuile aodouhe ce crneachu
pe3ynTaru:
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

Bbpoj mudapa y
TaOIMIN 1000 2000 3000 4000 5000 6000 700@MOBM®OOO 10000
CITydajHuX Op.

dpexBeHnyja
nojaespuBatba | 0,095 0,088 0,095 0,120 0,095 0,099 0,0889D,0,111 0,102
6poja 7

Bumu ce nma je rpaHWYHAa BpPEIHOCT pEJIATUBHUX (PPEKBEHIIH]a
nojaBJbBama ceamuile jennaka 0,10, 0qH0CHO BepoBaTHOhA MOjaB/bUBaHA
ceamutie je jenqnaka 0,10.

MelhyTuMm, TO UNak HHje TOTIIYHO pelIeHke MpobdieMa er3uCTEHIIN]e
emnupujcke BepoBarHohe. OBHM mpuMepw NOTBplyjy MNPETIOCTaBKY aa
nocroju rpanudHa BpeaHocT (3.24) 3a mocmarpaHe EKCIEPUMEHTE U
nocmaTtpane ciydajae jgorahaje. [TotmyHo pereme oBor nmpobdiema moryhe
je UMaTH TeK OH/A Kaj ce JOKaXke Ja rpaHndHa Bpeanoct (3.24)mocroju u
3a CBE Jpyre eKCIepUMEHTE U 3a CBe Apyre ciaydajHe norahaje. To he outu
npeaMeT u3ydaBama 4. moriasiba (3aKoH BEIMKHUX OpojeBa).

3a a posteriori BepoBatHOohy MOKe Ce JTaKO MPOBEPHUTH JIa TMOCEIYje
CBE 0COOMHE Kao i & priori BepoarHoha:

1. 0<P(A)<1,

2. P(Q)=1,

3. P(0)=0,

4. P(A+A,)=P(A)+P(A,),
5. P(A)=1-P(A),

6

P(ADB)=P(A)+P(B)- P(AB).
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OcHnose seposammuohe

Axkcuomarcka Aepununuja seposatnohe

Ja Ou oxpenunu emMmupHjcKy BepoBaTHOhy ciydajHux norabhaja
noTpeOHO je M3BECTH BENUK Opoj MyTa MOCMAaTpaHH EKCIIEPHUMEHT U TeK
OHJAa YTBpAMTH TpaHW4yHy BpeaHocT (3.24), omHOCHO BepoBaTHONY.
Mebhyrum, y npakcu Hajuenthe HUCMO y CTamby Ja MHOTE EKCIEpUMEHTE
MOHOBUMO BHILIE ITyTA.

Ha npumep, ako ce oapelyje BepoBaTHOha cynapa KocMUYKOT Opoja
ca BaCMOHCKMM YeCTHIIaMa Hemoryhe je TO ypajuTH eKCIEepUMEHTATHUM
nyrem. Hcrto Tako, ako Tpeba onpemuTH BepoBaTHohy naa onpehenu
IPOM3BOJ HMMa JKEJbEHY TpPaXmby HHKAKO TO HE MOXKEMO YpaauTH
EKCIIEPUMEHTAIHO.

[Ipema ToMme, jomr yBeK ocTaje mpodieM Kako OJIpeIuTH BepoBaTHOhe
cllyyajHHX joralaja Be3aHHX 3a HEKe eKCIIEPUMEHTE.

CaBpemena aedunuinmja BepoBatHohe omoryhaBa pa3Boj Teopuje
Koja Jaje pemema 3a oapehuBame BepoBaTHOhe OHIIO KOT CiydajHOT
norabhaja. Ilocmatpa ce ckyn ciyudajHux norahaja ¥ mpeciIuKaBambe TOT
CKylla Ha CKyN peajHMX OpojeBa, Tako IITO he ce CBaKOM CIIy4yajHOM
norahajy A npuapyxutu peanan 6poj P(A).

Jdedbunnumja 3.10. Beposamnoha cnyuajuux doeahaja, je ceaxa ¢ynxyuja
P odegunucana wna cnyuajuum oOoeahajuma koja npeciuxaea ciuyuajue
doeahaje y peanne bpojese u koja uma cieoehe mpu ocooune:

1. HeneratuBHoct. Ceaxom cayuajHom ooeahajy A ¢yuxyuja P
npuopyoicyje Henecamuean opoj P(A) mj.

P(A)>0 (3.25)

2. Hopmupanocrt. Cucypnom ooeahajy ¢yuxyuja P npudpyarcyje
opoj jeoan, mj.

P(Q)=1 (3.26)
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

3. AguTuBHOCT. AKko ce cnyuajuu Odozahaju A, A, ,... mehycobno
uckmwyuyjy, onoa gyukyuja P npudpyoicyje muxosoj yuuju 6poj roju je
Jjeonak 30upy bpojeea xkoje ynkyuja P npuopyocyje ooeahajuma A, A, , ...,
mj.

P(A + A, + = P(A )+ P(A,) + I (3.27)

OBe Tpu ocoOMHE TPENCTaBbajy AaKCHOMe Koju oxapehyjy
BepoBaTtHOhy. CBe ocrane ocoOMHE U MpUMEHA IIelie TeopHuje BepoBaTHOhe
0a3upaHa je Ha OBUM aKCHOMHUMA.

Onmax ce namehe numame. Jla nu a priori BepoBatHoha u
emnupHjcka BepoBatHoha nMajy ocobune 1. 2.u 3. kojuma je nepuHrcaHa
BepoBaTHOha? JIpyrum peunma, &1a Ju ce MOXE CMaTpaTH Ja Cy T€ JIBE
BepoBaTHOhe Koje cMo paHuje nepuHHCATM 3a ozapeheHe Kiace
eKCIepUMeHaTa, yjeqHO M BepoBaTHOhe Koje OJAroBapajy CaBpeMEHO]
neguHULIMjU BepoBaTHOhe?

0o0z060p je nozumuean. V3 nebununuja 3.7. u 3.8. mako ce
npoBepaBa Ja OBE JBE BepoBaTHohe HMMajy OCOOMHY HEHEraTHBHOCTH,
HOPMHPAHOCTH U aIUTUBHOCTH.

W3 akcuoma HCHCTAaTUBHOCTHU, HOPMUPAHOCTH U aAUTUBHOCTHU CJICAC
ocobuHe BepoBaTHohe.

Ocobuna 1. Beposamnoha cynpommnoe dozahaja je jeonaxa
P(A)=1-P(A). (3.28)

3ancra, mocMatpajmMo morahaje A m A .To cy norahjaju xoju ce
mehycoOHO uckipydyjy. Ha ocHOBY akcnoMa aluTHUBHOCTH UMaH OU

P(A+A)=P(A)+P(A) (3.29)
Ca mpyre cTpaHe BUXOBa YHH]ja je CUTypaH aorahaj Tj.
A+A=Q
Ia je Ha OCHOBY aKCHOMa HOPMHUPAHOCTH
P(a+A)=1 (3.30)
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OcHnose seposammuohe

Kan ce (3.30)3amenu y (3.29)no6wuhe ce (3.28).
Ocobuna 2. Beposamnoha nemozyhez ooeahaja je jeonaxa wynu, mj.
P(0)=0 (3.31)
[Momrro ce norahaju Q u 1 melycoOHO UCKIbYUYjy U TaKBU Cy Jia je
Q+0=Q
Ha OCHOBY aKCHOME aJIMTHBHOCTH CIICTU
P(Q)+P(0)=P(Q)
oxuocho (3.31).

Ocobuna 3. Beposamnoha 6uno xoe ciyuajroe dozahaja je opoj xoju
ce Hanazu usmehy Qu 1, mj.

0<P(A)<1 (3.32)

Ocobuna 4. Axo ooeahaj A umniuyupa dooeahaj B, maoa cy njuxose
seposamuohe makee 0a je

P(A)< P(B) (3.33)
3ancrauz ALl B cnenu na je
B=A+AIB
I1a Ha OCHOBY aIUTUBHOCTHU CJICAN
P(B)= P(A)+P(AB) (3.34)

Kako je Ha 0cHOBY 0COOMHE HEHETaTUBHOCTH
P(AB)=0
u3 (3.34)cnequ (3.33).
Ocobouna 5. BepoBatnoha ynuje 1Ba norahaja A u B je jennaka

P(ATB) = P(A)+P(B)- P(ALB) (3.35)
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

Ca cnuke 4.9.ce Buan 11a je
AOB=A+AI[B
(3.36)
B=AIB+AIB

npu uemy ce Au A [B melyco6Ho uckmbyayjy. Hcro tako ce i A[B u A[B
takolhe MelycoOHO HCKIbYUY]y.

36o0r agutuBHOCTH U3 (3.36)ce mobuja
P(AD B)=P(A)+P(AB)
(3.37)
P(B)= P(AB)+P(AB)

Ony3umameM o1 rpBe jeaHaunHe apyry y (3.37)xoduhe ce (3.35).

Cauxa 4.9.YVnuja oocahaja
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OcHnoge seposammuohe

3.3. YCJIOBHE BEPOBATHORE U
HE3ABHUCHOCT

VY ucnutuBamuMa opelheHux 1mojaBa u ciydajHUX jgorahaja BezaHUX
3a IojaBe YecTO Ce MOCTaBJba MpobieM MelycoOHe 3aBHCHOCTH CITydajHHX
norabhaja, Tj. moctaBjba ce MpoOJIeM KaKO peaju3alyja jeJHOT CIy4ajHOT
norahaja yrude Ha peaqu3aiujy Ipyror.

ITocmaTpajmo nBa ciryuajHa norahaja A u B. Ilocroje nBe kpajHocTH
y mHuxoBoM MehycobHom onHocy. IIpBo, norahaju A u B cy TakBu na u3
peanuzanyje norahaja B ciegu curypHa peanmszanmja morahaja A. Jpyro,
peanuzanyja norahaja B uckipydyje moryhHocT peanusanuje morahaja A.
Ocrtanu mehycoonu omgnocu porahaja A u B namaze ce usmely oBe nBe
KPajHOCTH.

MehycoGna Be3a norahaja A u B y Teopuju BepoBarnohe npoyuaBa
ce IIPEKO T3B. ycloeHe éepogamnohie.

O3zHauumo ca
P(A/B)
YCIOBHY BepoBaTHOhy peanu3anuje pgorahaja A moj yCIoBOM Ja ce
peanu3oBao jgorahaj B.

[TocmaTpajMo mpUMep jeAHOT EKCHEpUMEHTa ca KOHauHUM Opojem
Moryhux mcxoma Koju Cy mojjeqHako BepoBaTHU. Heka je N ykyman Opoj
moryhux ucxoxa, a N(B) Opoj ucxona y kojuma ce peanusyje gorahaj B.
Hexka je n(AB) 0poj moryhmx mcxoma Koju JOBOJE N0 peaim3anuje 00a
norabaja.

Tana je BepoBaTHOha norahaja B jennaka
P(B)= n(B) (3.38)
n

a BepoBatHoha peanu3zanyje u gorahaja A u gorahaja B je
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

n(AB)

P(AB) = (3.39)

Can mocmatpajmo norahaj A /B, 1j. norahaj na ce A peanusyje noj
ycioBoM aa ce B peannzoBao. Ako je ycioB ucnymeH oHna nocroju N(B)
Mmoryhux ucxozaa a Mehy muma je N(AB) moBoJpHEX 3a qorahaj A.

3ato je ycioBHa BepoBaTHOha norahaja A /B jennaka
_n(AIB)
n(B)

Axo y m3pasy (3.40) u Opojunan; ¥ UMEHHJIAL[ TOJACIUMO ca N H
3amernMo BpeanocTa u3 (3.38)u (3.39)no6uhemo penarujy

P(ALB)
P(B)

OpnaBne ce BUIU Ja yCIOBHY BepoBaTHONY Tpeda aeduHucaT npexo
kosimynauka (3.41).

P(A/B)

(3.40)

P(A/B)=

(3.41)

Hedbunnumja 3.11. Venosna eeposamnoha dozahaja A, noo ycrosom oa ce
peanusyje 0ooeahaj B jeonaka je xonuunuxy

P(AIB)
P(B)

mj. jeoHaka je KOMUYHUKY B8epo8amuohe UCmospemeHoz O0Cmeapersa
oocahaja A u B u seposamnohe docahaja B, (P(B) > 0) .

P(A/B)=

VYcnoBHa BepoBarHOha 3a70BoJhaBa CBa TP aKCHOMa KOjuMa je
nedunrcana BepoBatHoha. Hanme, u3 konuunuka (3.41)ce Buu:

1. P(A/B)=20

2. P(A/ B) =1 u to y ciy4ajy kag gorahaj B ummmiupa A, T1j.
kanjeB U A
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OcHnoge seposammuohe

3. Axo ce A Moxe U3pa3uTH Kao yHuja porahaja A, A, ... koju
ce MehycoOHO uckIbyuyjy, OHIIa ce U yciioBHH jorahaj A /B
MOXE  W3pasuTH  Kao  yHHWja  YCIOBHUX  jorahaja

A/B, AIB,..,maje
P(A/B)=> P(AB)

3a oapehuBame BepoBaTHOhe mpeceka aBa morahaja Kopuctu ce
ycioBHa BepoBatHoha. U3 (3.41)ce mobuja na je

P(AB) = P(B)P(A/B) (3.42)
Axo A u B 3amene mecrta nobuhe ce penamuja
P(AB) = P(A)P(B/ A) (3.43)

VY mpakTHYHUM TMpoOeMuMa YecTo je JIaKIIe OIPEIAWTH YCIIOBHE
BepoBaTHOhe, ma ce penanuje (3.42) u (3.43) MOory KOPHUCTHTH 3a
onpehuBame BepoBaTHOha HCTOBpEeMEHOT OCTBapema norahaja A u B.

dopmyJia moTnyHe (ToTaHE) BepoBaTHOhe

Y MHOTMM mpuMepuMa BepoBaTHONY ciydajHOr norahaja je Temko
onpenuTu 0e3 mocMarpama ApPYyrux ciydajHux porahaja. Ha mpumep, us
jenHe KyTHje y Kojo] mMma 6 Oenux W 4 UpHE KyTJulle H3BjIade Ce JIBE
KYTJIMIIE jefHa 3a apyroM 6e3 Bpahama u mocmatpa ce gorahaj ga y 1pyrom
u3BNIauewy Oyne u3BydeHa Oena Kyrmmia. HapaBHo, peanuzammja TOT
norahaja 3aBHCH OJ] Tora Koja je Kyrjuia Owia H3BydYe€Ha y TIPBOM
W3BIaYeHky. 3aT0 0Baj Aorahaj MOpaMoO M3pa3uTU MPEKOo Aorahaja Be3aHUX
3a TMPBO W3BJIAUCHE, a 3aTUM Ha OCHOBY THX jorahaja oapeauTd u
BepoBaTHOhy mocmarpaHor norahaja. 3a pemaBame OBaKBUX MpoOsiemMa
CITYXH T3B. hopmyna nomnyne (momanne) eeposamnohe:

Hexka cy
B,B,,....B

n

98



3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

ciyyajuu gorahaju xoju ce Mel)ycoOHO MCKIbYUyjy U UHja YHHU]A j€ CUTYpaH
norahaj, Tj.

B (B =0

3a CBaKo | % j,i,jD{ 12..., n},

> B =Q
k=1
Taoa je seposamnoha docahaja A jeonaxa

WN=2W&ﬁWN&) (3.44)

Ipu 4emy cy P(Bk) BepoBaTtHohe norahaja B, , a P(A/ Bk) YCIIOBHE

BepoBaTHohe norahaja A mojx ycioBoM aa ce peanusosao B, .

Jorahaj A
|

Cnuxa 3.9.
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OcHnoge seposammuohe

Joxa3. Jlorahaju B, umne pazbujame ckynma moryhux mcxoma Q.

Ionckyn koju oxarosapa norahajy A ce cacToju OX MOJCKYIIOBa KOjH Cy
3ajenranuky ca A u ca B, , (Cimka 3.9.)tako na je

A= AB, + AB, + I3 AB, (3.45)

BepoBatHoha cBakor ox pgorahaja Ha JECHO] CTpaHU jeJHAYMHE
(3.45)moxe ce n3pa3uT MpPeKo yCIoBHE BepoBaTHOhe

P(AB,)=P(B,)P(A/B,)
1a Ha OCHOBY aKCHOMa aJIuTUBHOCTH U penaiuje (3.45)cnenu (3.44).

VY3mumo crnepehu mpumep. JemaH MpOM3BOA Ce TpUIIpEMa 3a
3aBpIIIHY OIEpalHjy Koja ce 00aBjba YCIHENIHO aKo je MpUIpeMa Mporu3Boia
6una nobpa. Ilpunpema ce obaBba Ha jeHO) of ueTHpu MamnHe. Heka je
noy3aanoct mamuHa 0,90; 0,91; 0,901 0,92 peciekTuBHO 3a MpBY, IPYTY,
Tpehy 1 4eTBpTY MalIHNHY.

Pacnonena mpou3Boja MO MalMHama 3a MPUIIPEMY CE€ BPUIH
CIIy4ajHO M TO TaKO Jia Ce JAPYyroj W 4eTBPTOj MALIMHM JOJeJbyje MO JBa
[IOCTO BUINE MPOM3BOJA HEro MamuHama jegaH U Tpu. Kommka je
BepoBatHOha ma he mnpousBojy OuTu ycmemrHo oOpalieH y 3aBpIIHO]
orepauuju?

Ja 6u oxpennnm TpaxkeHy BepoBaTHOhy o3Haunhemo ca:
* B1 — norahaj na he npousBon y npunpemu nohu Ha 1. mamuny;
* B, — norahaj na he npousBon y npunpemu n1ohu Ha 2. MaluHy;
* B3 — norahaj na he npousBon y npunpemu n1ohu Ha 3. MaluHy;
* B4 — norahaj na he npousBon y npunpemu nohu Ha 4. MaluHy.

Ca A hemo o3nauntu pgorahaj na he mpousBox OUTH YCHENIHO
obpahen. Tana je

P(By) = 0,244
P(B2) = 0,256
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

P(Bs) = 0,244

P(Bs) = 0,256
a yCIIOBHE BepoBaTHoOhe cy

P(A/B1) = 0,90

P(A/By) = 0,91

P(A/Bs) = 0,90

P(A/Bs) = 0,91

Horabhaju B, By, Bz u Bs ce mel)ycoOHO nuckibyuyjy u BuxoBa yHHja
je curypan pnorabhaj. 3aro ce BepoBaTHoha norahaja A Moxke OJpeAUTH
npeko GopmyIlie MOTIyHe BepoBaTHONE, Tako aa je

P(A) = 0,244- 0,90 + 0,256 0,91 + 0,244 0,90 + 0,256 0,91
Tj.
P(A) = 0,90512

[Mocmatpahemo jom jeman mnpumep wurpe. bama ce mnpaBunan
HoBumh. Urpau mpe 6anama ,,moraha” koja he crpana HoBunha mactu. AKo
MoroAu cTpaHy nobuja nuHap, a ako He moroiau Iwiaha muuap. WMrpau
noceayje X TUHaApa U PeIro je Ja urpa cBe Mok He nmoseha cBoj m3Hoc Ha A
nuHapa. Konnka je BepoBatHoha ma he urpay m3ryoutu neny cymy X mpe
HETO LITO OCTBAapH XeJby?

O3uauuhemo ca
pP(X)

BepoBaTHOhy ma he urpau u3ryoutu cymy X. Ilocne npBor Oamama mberosa
cyma wiu he outu (X+1) nunapa wiun (X-1).

BepoBarHoha na y HapeaauM Oanamuma u3ryou cymy X+1 6uhe

p(X+)
a BepoBarHoha fa u3ryou cymy X-1 ouhe

p(X-1)
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OcHnoge seposammuohe

Hexa je B1 norahaj na urpau y npsom Ganamy noroau, a By gorabaj
na He norogu. Tanma ce By m By uckibyuyjy ¥ BUXOBa YHHja je CUTYpaH
norabhaj. Axo je A nmorahaj ma urpad u3ryou cymy X OHJA je HA OCHOBY
dbopmyne moTmyHa BepoBaTHoha

p(X) = 0,5p(X+)+0,5p(X-I)
Pemreme oBe jenHaunHe je TMHEapHa GyHKLHM)a
p(X) = C+CX (3.46)

npu yemy C; m Cp tpeba onmpenutu u3 modeTHux ycinoma. llomro je
BepoBaTHONa ja urpau U3ryou cymy oj Hyja JUHApa jeJJHaKa

p(0) = 1 (3.47)
a BepoBatHoha f1a u3ryou cymy o A nuHapa
p(A) =0 (3.48)

(jep xaxg ocTBapu cyMy o1 A AMHApa MpecTaje Ja urpa), To 3Ha4yu Ja he ce
u3 (3.46), (3.47) (3.48)n06utn

C.=1; C2 =—-

Tpaxena BepoBaTHOha TyOMTKa IMOuYeTHE cyme oJ X JuHapa je
jemHaka

Bayes-osa ¢popmy.ia

ITocmaTpajMo mpuMep MpoJaBHUIIE KOja Mpojaje jeraH MpPOU3BO/IL.
Heka Taj mpoum3Box mpopaBHMIIAa HabaB/ba OJ JABa Ipou3Bohada u TO y
onHocy 2:1.3na ce aa je 1% npousBoa npBOT Mpou3Bolaya HEUCTIPABHO, a
2% xkox npyror mpousBohaua. 3a jemaH HpPOHM3BOJ CIIyyajHO H3abpaH y
IPO/IaBHUIM YTBPIU ce Ja je HerncnpasaH. Konuka je BepoBatHoha 1a je To
IPOM3BOJI APYTOT Mpou3Bohaua?
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

Osznaunmo ca By, B, u A cnenehe norahaje
* By u3abpanu npousBoJ je Mpou3BOA MPBOT IPOM3Bohaya
* By u3abpanu npousBo. je Mpou3BO APYror npousBohaya
* A uzabpaHu MpoOU3BOJ j€ HEUCIIPABaH.

Tana je BepoBaTHOha norahaja By jennaka

2
P(B,)=—
(8)=2
a BepoBarHoha norahaja By je
1
P(B,)==
)=

VYcioBHe BepoBaTHONhE HEUCIIPABHOCTH MPOU3BOA CY
P(A/B)=0,01
P(A/B,)=0,02

na je BepoBaTHoha forahaja A

1

P(A) 2 001+ 002
3 3

Mehytum, 3Ha ce ga ce jgorahaj] A peanm3oBa0 W TPaXu Ce
BepoBaTHOha 1a je m3abpaHu MPOW3BOJ APYror MpousBohada Tj. Tpakw ce
ycroBHa BepoBaTHoha morahaja By mox ycioBom kam ce peanmuszoBao A.
3Ha4yu Tpaxu ce

P(B,/A)

Ha ocHoBy pedununmje yciaoBHe BepoBaTHohe, TpaxkeHa
BepoBaTHONA je jeHaka

P(ALB,)

P(A)

P(B,/A)=

OJHOCHO
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OcHnoge seposammuohe

P(B,/ A)= "B DA (3.49)
P(A)
jep je P(AEBZ) = P(Bz)EP(A/ Bz)'
Ha Taj naunn hemo nobutn
1 002
P(B,/ A)= 3 ——=05
~001+=002
3 3

Uspas (3.49) nosnam je noo nazusom Bayes-osa popmyaa. Crnyorcu
3a odpehusare ycrosne eeposamuohe u3zgechux Odocahaja Koju cy
npemxoounu pearusayuju jeoHoz cryyajuoe ooeahaja.

[Mocmatpahemo ommrtuju ciydaj. Heka je nar Hu3 ciaydajHUX
norahaja

B, B,,.... B,

Koju ce mehycoOHO HCKJbYdyjy M uMja yHHUja je curypan norahaj Q, Tj.
TaKBHX J1a je

B B, =0
3a CBAKo | # j,i,jD{l,Z,...,n }
B +B,+[}*B,=Q

Heka je A Heku ciyuajuu jporahaj BezaH 3a TIOCMaTpaHH
excriepuMeHT. Taza je 3a ceaku norahaj B, , yciosHa BepoBaTHOhA jeHaKa

P(AB,)
P(A)
Bpojunan y uspasy (3.50)moske ce uzpasutu ca

P(AB,)=P(B, )P(A/B,)

P(B,/A)= (3.50)
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

a 3a UMEHWJIAI] c€ MOXKe KOPUCTUTH (opMmyiia MOTIHyHE BepoBaTHOohe. Tako
ce nobuja:

Bayes-oBa dopmyaa. 3a ceaxu doeahaj B, ycnosna eéeposammnoha wezose

peanuzayuje kao ce peanuzosao oozahaj A je jeonaxa

P(B, /A) = nP(Bk)EP(A/ B,)

3:p(e)cP(/B)

i=1

(3.51)

Hexka ce Ha mpumep y jeaHOj 1abopaTopuju Halase TPH pa3iHnyuTe
MOJIMIIE ca empyBeTamMa y KOjuMa je KpB U3 TpU pa3iHuuTe KpBHE rpyme. Y
IPBOj MOJIUIIM Cy 2 €NpyBETe ca MPBOM KpBHOM rpymom, 1 ca nqpyrom u 3 ca
tpehom. YV apyroj monumu cy 3 ca mpBoM, 2 ca apyrom u 4 ca tpehom, a Ha
tpehoj monumm cy 4 ca npBom, 3 ca apyrom u 2 ca tpehom. [losutuHa
peakiija ce MOCTHXKe jeIMHO aKo ce moMeniajy Tpeha u apyra KpBHa rpyma.
JlaGopaHT je Ha ciy4ajaH HauWH KM3a0pao jeAHy MOJIMIYY, a 3aTUM ca Te
nojuie u3abpao nBe enpyBeTe. EKCIEPHUMEHT je MOoKa3ao IMO3UTUBHY
peakiyjy nmomeniaHe KpBu u3 Te 1aBe enpysere. Konuka je BepoBaTHOha na
Cy To Oumiie enpyBeTe ca ImpBe MoIuie?

Osznaunmo ca Bj, B, u Bz cimyuajum norahaj ma he wuszabpane
enpyeere OuTu ca mpse, apyre, ogHocHo Tpehe mommme. Ca A hemo
O3HAYUTH CiTydajaH norabhaj na he ce noctuhu no3utuBHa peakiuja. Tana je

P(B,) = P(B.)= P(B) =

YcnoBHe BepoBaTHOOE CY

ve)-jr -
P(A/ Bz):g
P(A/Bg)=%
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OcHnoge seposammuohe

[Mpumemyjyhu Bayesesy ¢popmymny noduhe ce

18
P(B,/A)= =

He3aBucHu gorahaju

[TocmaTpahemo aBa eKCriepuMeHTa KOjU c€ M3BOJE HE3aBUCHO jelaH
O[] IpyToOr.

Hexa je A cnyuajuu 0oecahaj eezan 3a npeu excnepumenm, a A,
cyyajuu  0oeahaj eezan 3a Opyeu exkcnepumenm. Tada peanusayuja
oozahaja A ne ymuue ma peanusayujy oocahaja A, u xascemo oa cy
oozahaju A u A, meljycobno ne3asucHu.

HapaBno, ocHoBHM mpoOieM Be3aH 3a oOBakBa JABa Jorahaja je
npobiieM oapehuBama BepoBaTHOhE BUXOBOT HCTOBPEMEHOT OCTBAPEHA, Tj.
npobiem onpehuBama BepoBaTHOhEe Hpeceka HE3aBUCHUX jaorahaja A u

A,.

Hpyru mpobiem npencTaBiba yTBphUBame HE3aBUCHOCTH 32 OHE
norahaje Koju cy Be3aHM 3a jemaH HCTU ekcnepuMmeHT. Onpenmhemo
BEpOBaTHONy mpeceka He3aBUCHHUX jorahaja mpeko eMIupHujcKe
BepoBaTHOhe, a 3aTuM hemo Taj pe3yiTaT YOIIITUTH | 3a OCTale CiIy4yajeBe.

[IpernmoctaBUMO Ja JBa TIOCMaTpaHa EKCIIEPUMEHTa MOXKEMO
NOHOBUTH HeorpaHuueH Opoj myra. Heka cMo ncToBpeMeHO MOHOBWIM 00a
eKCIepuMeHTa N myTa.

O3zHauumo ca n(Az) Opoj MoHaBJbaa EKCIIEPUMEHATA Y KOjUMa ce
peanusoBao gorahaj A,, a ca n(AlAz) Opoj MMOHAaBJbaA EKCIIEPUMEHATa Y
KOjUMa Cy ce peanu3oBaiu ucropemeno u A u A,. Tana je emnupujcka
BepoBaTHONhA MPUOIMIKHO jeTHAKa
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

p()="2)
n (3.52)
P(an)="1A%)

A can mocmarpajMo caMo OHa MOHaBJbalkha y KOJUMa CE Peain30Ba0
norahaj A,. Bbux uma ykymHo n(Az) Mebhy muma Ouhe 1 HEKUX y KOjUMa

ce peanusoBao u gorahaj A . TakBux uma ykynHO n(AlAz) Axo je n(Az)
JIOBOJBHO BEJIMKO, TajJa je eMmupujcka BepoBarHoha porabhaja A
npuOJIMKHO jeTHaKa

P(A) = —”,fé\,i\;) (353)

BepoBatnoha npeceka A A, y (3.52)ce Moxxe Hamucat y 00IHKY

n(AA) n(A)
n(A) — n

P(AA,) =

0J1aKJIe ce 1o0uja 1a je

P(A TA,)= P(A)P(A,) (3.54)
Uzpa3z (3.54)cnyxu 3a nepuHUIN]y HE3aBUCHOCTH forahaja.

Hepunuyuja 3.12. Hexa cy A u A, 6uno kaxea o0ea ciyuajua
oozahaja. Pehu hemo oa cy A u A,, Mmel)ycoOHO He3aBMCHU, ako u camo
ako je

P(A TA,) = P(A)P(A,) (3.55)

He3aBucHocT cimydajuux pgorahaja MoOKe C€ MOCMATpaTH U TPEKO
ycinoBHuX BepoBaTtHoha. Haumme, ako cy norahaju A u A, mehycoGHO

HE3aBUCHU OHJIA € YCIIOBHA BepOBaTHONA, jeTHaKa

P(A/A)=P(A)

(3.56)
P(A 1 A)=P(A,)
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OcHnoge seposammuohe

OO0pHyTO, aKo je yCIIOBHA BepoBaTHONA jeqHaKa

P(A/A)=P(A)

Taja je

P(A TA) = P(Ay) LP(A 1 A))=P(A) P(A,)
Tj. Tana cy A u A, He3aBUCHHU. 3aT0 ce Moxke pehu:

Hoeahaju A u A, cy mel)ycoOHO He3aBMCHM, aKo U camo ako je
yenoeua geposamuoha jeonoz 00 mux, noo yclosom 0a ce pedaru308ao
opyeu, jeonaxa eepogamuohu moe doeahaja.

VY HekuM NpuMepuMa HHje JaKo OJMax Ha OCHOBY €KCIEPHMEHTa
YTBPAUTH HE3aBUCHOCT ciydyajHux norahaja. Taga ce mopa mpoBepaBatu
tayHocT u3pasa (3.55)uu (3.56)u Tek OHa YTBPIUTH HE3aBUCHOCT.

Ha nmpumep, u3 mmuna on 36 kapaTta Ha cilydyajaH HauuWH ce Oupa
kapra. Heka norahaj A 3Hauu: ,u3a0Opana kapra je Tped”; a A,: , u3abpana
Kapra je 1ama”’. Ha ocHOBY ekcriepuMeHTa He MokeMo onMax pehu na nu cy
norahaju A u A, HesaBucHu. [IpoBepuheMO HBHXOBY HE3aBHCHOCT Ha
ocHoBy nedpununmje (3.55).

BepoBarnohe norahaja A u A, cy

P(A)= 25 P(A)= 4 (3:57)

Jorabhaj (A1 Dﬁ\z) 3HAYM Ja je u3abpaHa kapra gama Tped M Hmerona
BepoBaTHONA je

1
=— 3.58
3 (3.58)
U3 (3.57)u (3.58)ce Buau 1a je 3amoBosbeHa penaryja (3.55), mro

3HA4YM JIa Cy TO He3aBUCHM jorahaju.

P(A TA,)

Huje Temko mpoBepuTH W HE3aBUCHOCT cliefehux gorahaja. Ako cy
A n A, melycoOHO He3aBHCHHM Tajla cy He3aBUCHHM U cienehu norahaju
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

ATATATATATA
Jedunuimja He3aBUCHOCTH JIBa Jlorahaja ce MOXe MPOLUIUPUTH U Ha
Buile gorahaja.

Heka je A, A,, .. nus ciyuajuux oozahaja. Axo je 3a ceaxu
uzabpanu Hu3

A Ay A,
seposamnoha npecexa jeonaxa npouzeoody eeposamuohe, mj. ako je
P(A, [A, 0.8, ) = P(A,)P(A, ) C.CP(A, ) (3.59)

mada xasicemo oa je nuz A, A,, ... nu3 nesagucnux dozahaja.

Ha mpumep, ucroBpemeno ce Oamajy nse kouke. Heka cy natu
cieaehu norahaju:

* A HampBOj KOLKHU Iao je HemapaH 0poj,
* A,: Ha 1pyroj KoIku 1ao je Henapas 6poj,
* A,:30up Taukuua Ha 00€ KOILIKE je HermapaH Opoj.
Jlako je BuIeTH 1a je
P(A,/A)=05 P(A,/A,)=05 P(A,)=05

IITO 3HAa4M Ja cy gorahaju A u A, mMel)ycoOHO HE3aBUCHH, a UCTO TaKO CY

He3aBUCHU u jforahaju A, u A,.

Mebhyrum, ako cy ce ucroppemeHo octapwiu 1 A u A,, Tazna ce
norahaj A, He Moxe yommre ocTBapuTH. To 3Ha4M Ja ce HE MOXe
cMmaTpatd na je A, HesaBucaH og A u A, ma ce He Moxe pehu na cy
norahaju A, A, u A, He3aBucHHU norahaju.

Ilpumep 1. Ilytauk kpehe uz mecta O y mecto A. Y CBakOM MecCTy
Ha CllyyajaH HauuH Oupa myT 3a Jajbe kperame. Koimka je BepoBaTHOha na
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OcHnoge seposammuohe

he mytHuk ctuhu y mecto A 6e3 Bpahama Ha3ax ako Cy MyTeBH JaTd Ha
emMu?

Jla O6u nmytHUK nomao y A Mopa npohu kpo3 jeaHo ox mecta By, By,
B3z umu By. 3aro je

P(Bi)zi, i=1234

YcnoBHe BepoBaTHOOE CY

-1 -1
P(A/B,)= 2 P(A/B,) ;
P(A/B,)=1 P(A/ B4)=%

Tpaxena BepoBarHoha je

P(A) = l(i +£ +1+ EJZ_S

4\4 2 3)48
Ilpumep?2. Y xytuju ce Hamazu Ny OenUx W MNp IPHUX KYIJIHIA.
CnydajHo ce Oupa jeqHa KyTJuIa, a 3aTUM C€ y KyTH]y Joj/aje M KyrJinia
oHe 0oje Koje je Owmia m3BydeHa Kyriuia u K kyrmuma apyre 6oje (m u K
MOTY OMTH W HETaTHBHHM OpOjeBU INTO 3HAYM Ja CE€ W3 KYTH]E OIy3UMajy
kyriuie). OnpeauTy BepoBaTHONY /1a ce y IpyroM U3BJIadewy H3Byde Oena
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

KyrJuia. AKo je y IpyroM H3Bllauekhy W3BYUYCHA IpHA KYIJIMIA, KOJHUKA je
BepoBaTHONA /1a je y MpBOM U3BJIauckky Onia n3BydeHa Oena Kyriauma?

Ilpumep 3. Jenan ctpenan raha mery n nmyra. BepoBatHoha morotka
MeTe y CBakoM rahamy je jeqHaka p, (O <p< 1). Kommka je BepoBatHOha na
he mera 6utu norohena 6ap jenannyt? Konuko Tpeba n3Bpmmtu rahama aa
6u ca BepoBatHohom 0,999 TBpmunm na he mera Outu morohena Oap
jenanmyT?

BepoBatHoha mnpomariaja mMete y cBakoM rahamy je (1— p) , a
BepoBaTHOha mpomamiaja y Nrahama je

@-p)
300r He3aBUCcHOCTH. TpaskeHa BepoBaTHoha je
P(A)=1-(1-p)" (3.60)

Ja 6u onpennnu N, BepoBatHohy (3.60)u3jennaunmo ca 0,999.Tako
nobujaMo na N Tpeba aa 3a10BOJbaBa jeTHAKOCT

(1- p)" = 0po1
OJHOCHO
_ log 0001
n=—— " _
log(1- p)

Ilpumep 4. Hahu BepoBaTHOOY 51a ce CTpOj KOJH pajud y TPEHYTKY 1,
Hehe mokBaputu 10 TpeHyTKa t, +1 axo:

a) BepoBaTHOha KBapa 3aBUCH CaMO OJ JIyXHHE BPEMCHCKOT
WHTEpBaa,

0) BepoBarHOha panga Oe3 kBapa 3a uMHTepBan Al je mponopuuoHaTHA
At ca taunonrhy 10 6eCKOHAYHO MaJjie BPEITHOCTH BHUIIET pefa,

B) HCIIPaBHOCT CTpPOja Y MHTEPBAJIMMa KOJH CE HE CEKy HE3aBHUCHE CY
MelyycoOHO.
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O3zHauumo ca p(t) BepoBaTHONy kBapa cTpoja o t, mo t, +t. Tana
je BepoBatHoha pana 3a Bpeme At jennaka

1- p(At) = aA(t) + o(At)
IIPH Y€MY jeé @ KOHCTaHTa.

Pag on t, no t,+t+At u BepoBaTHOha KBapa CTpoja y TOM
UHTEpBAJTy j€ jeTHaKa

p(t +At)

WHTepBan (t +At) ce cacToju oj JBa WHTepBana ayxkuHa t u At
Koju ce mel)ycoOHO He ceky. 3arTo je

p(t + At) = p(t)p(at)
TaKo Ja je

p(t +At)- p(t)
At

= -ap(t) - of1)
I'pannyna BpegHOCT OBOT M3pasa, kax At — 0, je jenHaunHa
dplt
_ZE ) —ap(t) (3.61)

Tpaxena BepoBarnoha he Outn peSeme jennaumne (3.61),a To je
dyHKIH]ja
plt)=e™
Ilpumep 5. BepoBatHohe 3a T3B. mabnuye cMpmHocmu.

[IpernocraBke:

1. Bepoarnoha na he Heko nmie ympetd y Bpemeny ox t go t+ At
jenHaka je

p(t,t + At) = a(t)at + o(At) (3.62)

IpU 4eMy je a(t) HEHeraTHBHA U HEMpeKuIHa PYHKIH]ja;
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3. Cnyuajnu doeahaju u eeposamnoha

2. Cwmarpa ce 1a yMHpame HEKOT JIuIa y HHTepBaILy (tl,tz) HE 3aBUCH
0J] Tora 1iTa je 6uio 10 MOMeHTa t,;

3. BepoBarHoha cMpTu y MOMeHTY palhama jeiHakKa je Hylu.

Tpeba ompenutu BepoBaTHOhy aa he jeaHo nmue yMmpeTd Kan
JOXKHUBHU cTapocT t. O3Haunmo ca P(t) BepoBatHOhy ma he nmure moxxuBeTn

crapoct t. Ca P(t + At t) o3HaunMo BepoBatHohy dace lice koje dozivi
starost t doziveti i starost+ At. Tada je

P(t+At) = P(t)P(t +At, t),
U3 (3.62)106wmja ce naje
P(t+At)= P(tf1- p(t, t + At)},
OJTHOCHO
Pt +At) = P(tf1- a(t)at - o(At )} (3.63)
W3 u3zpaza (3.63)106uhie ce na je

Pt +At)-P(t) = -al(t)P(t) - 0(1)

At

yyja je rpannyHa BpeaHocT kag At — O jemnaka
PO - _at)p() (3.64
dt
Pemewe nudepennmjanne jeqnaunne (3.64)je pynkuumja
—j a(z)dz
Plt)=e?®

Ha OCHOBY Koje ce a00ujajy TpaxkeHe BpemHocTH. CrenujaaHo, ako je
a(t) = a + [f” Tana je TpaxeHa BepoBaTHOha jeqHaKa

P(t)=e™ —é(eyt -1)
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4. 3AKOH BEJIMKUX BPOJEBA

Axcuomarcka neduHuIMja BepoBaTHohe He oApehyje HaUMH Ha KOjU
he BepoBatHOhe ciyuajHux norahaja Outm oxapeleHe y HEKOM peasHOM
eKCIepuMeHTy. 3aTo Tpeba Hahu OJroBOp Ha MHUTAKE Ja JIM CE U MOJ KOJUM
yCIIOBMMA, Ha OCHOBY pe3yJTara n3Bohema eKCIIepUMEHTa, MOXKE OJPEIUTH
oarosapajyha BepoBarHoha mocMarpaHor ciydajHor gorahaja. Oaroop Ha
OBO MHTAakE, BAXKHO Y TEOPHjH BEpOBATHONE M CTaTUCTHUIIH, J1ajy T3B. 3aKOHU
BEIUKUX OpojeBa, 0 KojuMa he OUTH pedu y MOTJIaBJby KOje CISIH.

Hajnpe he Outu nerassHuje onucanu bepHynujeBa mema HE3aBUCHHUX
MOHAaBJbakha CKCIIEpUMEHaTa u ['aycoBa KpuBa, 0€3 KOJUX pa3BOj TEOpHje
BepoBaTHONe U cTaTHCTUKE He Ou Omo Moryh.

Y Tpehem neny mornmaBka he Outh um3nokeH bepHynujeB 3aKoH
BeJNIMKHX OpojeBa u nata ¢popmynanuja bopen-Kanrtenujesor 3akoHa.

JloxanHa u mHTErpaHa TeopeMa Moasp-Jlamnaca, 6e3 mokasa, cy gaTe
y UeTBPTOM ey TMorjaB/ba. Ha OCHOBY oBHX Teopema Moryhe je
MPUOJIMKHO OJIpeAUTH OMHOMHE BEpOBAaTHONE y CIlTydajy Kajaa Cy BPEIHOCTH
Opoja n Benuke, a [IyacoHOBO pemieme 3a peTke aorahaje je 1ato Ha Kpajy
MorJaBJba.

4.1. BEPHYJIMJEBA HIIEMA HE3ABUCHHUX
ITOHABJ/BAIbA EKCIIEPUMEHATA

N3y3eTHO BakHY YJIOTY Y T€OpUjH BepoBaTHOhE, HeHO] TPUMEHHU U
pa3Bojy CTaTHCTUKE, OIUTpalia je jelHa Kiaca eKCIepuMeHaTa MO3HaThX
nog umeHoMm bepuynujeeu (Bernoulli) excnepumenmu wnm  xnaca
HE3aBUCHMX TIOHaBJbama ekcrepuMeHTa. OppehuBame BepoBaTHOha
cinydyajHux norahaja Be3aHUX 3a bepHynujeBe eKCIIEpUMEHTE MpeCTaBJba
T3B. BepHyujeB nmpodem.
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[MpernocraBuMO 1a j€ jegaH eKCIEPUMEHT Moryhe IOHOBUTH
HeorpanuueHo nyra. [Ipy Tome ce muciu ga je moryhe ocTBapuTu
HEOTPaHMYEHO ITyTa jelaH MCTH KOMIUIEKC ycioBa. CBaku myT Kaja ce
OCTBapH Taj KOMIUIEKC YCIIOBa, MOCMaTpaHU CiydajHu gorahaj A ce mMoxe
OCTBAapUTH WIM He. Pe3ynTar exkcrmepuMeHTa, NpH TOME, y jeIXHOM
NOHaBJbAhy HE yTHYE Ha pe3yiaTare eKCHepUMEHTa Yy OCTaIUM
noHaBJbamuMa. Pehu hemo na cy moHaBspama ekcnepumeHTa Mel)ycoOHO
He3aBHucHa. [lopen Tora, mpennocraBjba C€ Ja jeé Yy CBAaKOM IOHaBJbamby
eKcrepuMeHTa BepoBaTHoha ocTtBapemwa norahaja A ucra.

HaBenumo HekonMko npumepa TakBUX €KCIIEPUMEHATA.

Ilpumep 1. TlpaBunHu HOBYMh ce Oamla HEOrpaHWYEHO MyTa H
Oemexu ce Opoj TojaBJbUBama ,MucMa’. Moxe ce mocMaTpaTtd aa Jin
MOCTOJM TpaHWYHA BPEIHOCT 3a pPeNlaTUBHY (PEKBEHIM]Y TI0jaBJbHUBabHA
,,JiicMa” KaJ HEOrpaHUYEHO pacTe Opoj Oamama HoBYMha (MOHABJbaHa
EKCIIEPUMEHTa) U, YKOJIHMKO IMOCTOjH, KOJIMKO H3HOCH.

Ilpumep 2. Mammna aytoMaTcku oOpalyje mpousBox ca
BEpoBaTHONOM morpemiHe oopaae jeaHakoM pP. AKO ce y BEIHMKO] Cepuju
o 10000unu 100000komana mojaBu BETUKU Opoj HEempaBHIIHO 0OpaleHux
KOMaJIa, J1a JIM TO 3HA4YH JIa Ce MOY3JaHOCT MAIINHE TPOMEHNIA?

Ilpumep 3. 3Ha ce na je Mmehy cBuM mnopobhajuma mporeHatr
Oym3aHana jeaHak p. AKo ce y jeHO] KIMHMIM y KOjy J10j1a3¢e MOpPOAnIbe
u3zabpaHe Ha ciny4yajan HaunmH Hahe 1000 mopoamsba, KONHMKH ce€ MOXeE
odekuBaTu Opoj Oam3anana?

Ilpumep 4. Y cratuctuukom ckyny on N ememenara, 100 p% wuma
onpeheno cBojctBo, mok mpeoctamux 100 (1— p)% Hema To cBojcTBO. Ha
cllyyajaH HaYMH C€ U3 MTOCMATPaHOT CKyIa Oupa jenaH eleMEeHT U Oenexu
ce Jla JIM OH MMa ITOCMaTpPaHO CBOjCTBO WM He. [Ipu ToMe ce mpeTrnocTaBiba
Jla ce M3BJIayeme BpIIU ca BpahameM, Tj. CBaKU MYT CE U3BYYEHU E€IIEMEHT
Bpaha y mocMmaTpaHH CKyII, Tla c€ TIOHOBO W3 IIEJIOT CKyma Oupa cienehu
eJleMeHT. Mo)ke Hac 3aHMMaTH Ja OJpenuMo BepoBaTHOhy na he mehy n
U3BYUYCHUX eleMeHaTa OMTH TayHo K ca mocMaTpaHuM CBOjCTBOM. Mojke
Hac, Ha pUMep, HHTepecoBaTH U BepoBatHoha foralaja na ce konuaHuk k/n
(penatuBHa (QpekBeHIMja TMOjaBJbUBamba €JIEMEHTa ca IOCMaTpaHHM
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CBOjCTBOM) pa3iIdKyje OJ [P 3a He BHIIE OJ jeIHOr yHAIpesd JaTor Opoja.

CrienMjajiHo HaC MOXKE MHTEpecoBaTH yeMy he TeKUTH KoauuHHK K/N kama
Opoj M3BIaUYCHa N TEXKU OCCKOHAYHOCTH.

Y CBUM HaBEIEHHMM IIpUMEpPUMa OIHUCAHU Cy EKCIEPUMEHTH Y
KOjUMa ce IIocMaTpa ciaydajHu jaorahaj A, Koju ce y jeaAHoOM H3Bolhemy
eKCIICpUMEHTa OCTBapyje ca BepoBaTHOhoM P W HeE oOcCTBapyje ca
BepoBatHOhoM (=1-p. Hu3 HeE3aBUCHUX T[OHAB/bAKA TAKBOT
eKCIIEPUMEHTA MIPE/ICTaB/ba T3B. bepHynujeB eKCIIeprUMEeHT.

O3Haunmo ca N Opoj TOHaBJbamkba IMOCMATPAHOT EKCIEPUMEHTA.
HajjenHocTaBHMjU W HajUHTEpECaHTHUjU TpodieM je oapehuBame
BepoBaTHOhe 1a he ce y N moHaBibama eKCIEpUMEHTa TIocMaTpaHu forahaj
A peamuzoBatu tauno K myra. To 3Haum ma ce y mpeoctamux (N—K)

noHaBJbama jgoralaj 4 uehe peanmsosaru. Ilpu Tome je K jeman ompehenn
opoj u3 ckyma 6pojea {0, I, 2, ..., n}. O3naunhemo Ty BepoBaTHOhy ca
Pn(K).

IIpe wero mpehemo Ha oxpehuBame BepoBatHOhe Pn(K) y ommrem
ciy4ajy, mocMarpajmo cienehu mpumep:

[IpernocTaBUMO 1a ce y jeJHOj KyTHjH Haja3d S cHjalula U Ja je
BepoBaTHOha 11a je cujanuila uCrpaBHa jeIHaKa 32 CBE CHJaJUIe U U3HOCH
0,95.0npenumo BepoBaTHONY J1a ce y KyTHjU Hajla3e TayHO TPU UCIpaBHE U
JIBE HEUCTIPABHE CHjaITUIIC.

Cnyuajuu norahaj A Koju mocMarpaMmo y MojeJUHAYHOM H3BOhEHY
,,eKcriepuMenTa” je gorahaj. ,CcHjanuiia je ucrpaBHa’, a CynpoTaH norahaj
je A ,cujanmuua je Heucnpasaa’. IIpu Tome je p= 095, q= 005, a Opoj

MOHAaBJbakha EKCIIEPUMEHTA j€ jeHaK Opojy cujayimia, Tj. N =5. Tpaxkena
BepoBatHoha je Ps(3).

AKo 3a cBaky cujanuiy npuapyxumo A unu A , onna he ce norabaj
na wmehy mer cujanuua Oyday TpH HCIpaBHE pealM30BaTH akKo ce
peanmu3oBaiia jemHa o MOTYhHOCTH THcama HH3a OJ MET CJIOBHUX MECTa y

KojuMa je Ha 3 MecTa clioBO A, a Ha jaBa MecTa cioBo A . JegHa on
MoOryhHOCTH je, Ha IpuMep, HU3
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AAAAA
BepoBartHoha 5a ce ocTBapu 0Baj HU3 je jeHaKa
0,95[0,95[D,05[0,95[0,05= 0,95 (0,05

jep cy nmorahaju y oBoM Hu3y He3aBUCHU. OBakBUX MOryhux HH30Ba MMa
ykymHo 10.To cy

1. AAAA A 6. AAAAA
2. AAAAA 7.AAAAA
3. AAAAA 8. AA A AA
4. A AAA A 9.AAAAA
5. AAA AA 10.A A AAA
CBaku 0J1 OBUX HHM30Ba MIMa UCTY BepoBaTHONY U OHa je jeiHaKa
0,95 (0,05’

HaBenenu Hu3oBu ce Mel)ycoOHO HCKIBYUY]Y j€p C€ Y JeTHOM MaKeTy
o1 5 cujanuiia Moke peain30BaTH Ta4HO jeJ]aH OJ1 HhHX.

Hedbunncanu nmorahaj ma ce mehy 5 mzabpaHux cujanuia Hamasu
Ta4yHO 3 HEWCIpaBHE, IpeMa TOME, pealn3yje ce KajJ ce peain30Bao jeaaH
O/l HaBEJCHUX HHU30Ba. 3aTO je HeroBa BepoBaTHoha jemHaka 30upy
BepoBaTHOhA CBAKOT Of BUX, Tj.

P.(3) =10[0,95 (0,05’
Ha cnyuan HayMH ce MOTY OApPEANUTH U BepoBaTHOhe
P5(0), R (1), B (2), P (4), R (5).

[TocmaTtpajmo, cama, ommTd ciy4daj. AKO ce N TyTa IOHaBJba
eKCIIepUMEHT, opeanMo BepoBatHoha na he ce morahaj A peanuszoBaru y K
MOHABJbama, a y mpeoctanux (N — k) nehe.

CBakoM u3BOhewmy ekcrnepuMmeHTa npunucahemo cimoBo 4 wm A,
3aBUCHO OJ1 Tora jJa Ju ce gorahaj A peanmn3oBao win Huje. Ha Taj HaumH
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hemo, HM3y 0Oa N MOHaBJbakA EKCIEPUMEHTA NPUAPYKHTH HU3 OF N

CJIOBHUX MECTa, KOjH je cacTaBibeH of ciioBa A u A. [locmarpanu norabhaj
he ce peanu3oBatu ako ce peanu3syje HU3 y kome he Ha K MecTa OUTH CIIOBO

A, a Ha npeoctanux (N — k) mecra A.
BepoBarHoha cBakor TakBOT HHU3a j€ jeTHaKa!
k nN-k
pq
300r He3aBUCHOCTH Aorahaja.

Ca gpyre crpaHe, CBM TH HH30BH c€ MelhyCOOHO HCKIBYUYjy, jep
jenHoM bepHynHjeBOM €KCIIEPHMEHTY O N TOHaBJhamka OJrOBapa TAadHO
jeman o THX MOryhmx HH30Ba y KOjuMa ce mocMmarpanu nporahaj A
pcain30Bao k myTa. TakBux PA3INIUTUX HU30Ba KMa OHOJIMKO KOJIMKO UMa
MoryhHOCTH J1a ce 011 N CIIOBHUX MecTa u3abepe K Mecta Ha Koja ce craBiba

cioBo A, (Ha mmpeocTtaia MecTa ce ctaBjba A), a Taj Opoj je jeaHaK:

st

Hus3z eeposamnoha:

20e je:

(M) knk n! K n—k
Fﬁ(k)—(kqu —mpq

je HU3 OMHOMHHMX BepoBaTHoha u npeocmaemwa eeposammuohe oa ce y
bepnynujesom excnepumenmy oocahaj A peanuzyje mauno K nyma, npu
yemy je k=0,1,2,...,n.

bunomue BepoBaTHOhe F}](k) MMajy MaJie BPEJHOCTH 3a BEJIMKHU

6poj n. Heke Bpennoctu BepoBatHohe 38 N=50u p = % cy nare y TaGenun

4.1. Hajseha BepoBarHoha jeqnaka je 0,1178 (3a n=50u p = 05, HajBeha

119



Ocnose geposamnohe

BepoBatHoha je mama ox 0,08). M3 TaGene 4.1. Buam ce na OMHOMHE
BEpOBaTHONE pacTy 70 U3BECHE BPEIHOCTH, a 3aTHUM OMajajy.

k Pa(k) k Pa(K)

5 | 0,0001| 17 | 0,1178
8 | 0,0033| 18 | 0,1080
10 | 0,0157| 19 | 0,0910
12 | 0,0470| 20 | 0,0704
14 | 0,0879| 22 | 0,0332
15| 0,1077| 25 | 0,0059
16 | 0,1178| 30 | 0,0001

Tabena 4.1. Bunomne seposamuohe 3a N=50u p = % :

3naun na he ce 3a Heky BpeaHoct K nobutm Hajeha BpemHOCT
OuHOMHHUX BepoBaTHOha. IHTEpecyje Hac Koja je TO BPEIHOCT.

bunomue BepoBarnohe 3a ku (k +1) cy:
n! -
P k - k n-k
n (K) K=K p
nl

— . k+1 yn-k-1
P+ D)= k+Di(n—k-11 >

HbuxoB konmnuHUK je 6poj
P(k+1) _n-kp
P(k) k+1q

(4.1)

Axo je oBaj konu4yHUK Behm ox jenman, 3Haumhe na ca mopactom K
o6unoma BepoBatHOoha pacrte. To he 6utu ciryqaj kan je
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n—kB21
k+1q
OJIHOCHO KaJ je
k<snp-qg
3a
k>np-g

xonmuuHKK (4.1)je mamu of jenaH, mto 3Hauu na he 3a K >np — qOuHomHe
BepoBaTHOhe omaaarw.

Axo je (np—() neo Opoj, KOIMYHMK OMHOMHHX BepoBaTHOha 3a
(np—-q+21) u (np —q) 6uhe jenHak
P.(np-gq+1) _n-(p-q) p
P.(np-q)  np-q+1 q

OnHocHO
P.(np-0q)
Ha ocHOBY M37105K€HOT c€ MOX€E 3aKJbYUUTH

Axo Np—(q Huje yeo 6poj, onoa je 6poj noHaswLara y Kojuma ce
peanusyje ciyyajan 0ocahaj A ca najeehom eeposammuohom, jeOHax:

k=[np-q]+1
npu uemy je [ ] o3HaKa 3a Hajeehu yeo opoj xoju Huje éehu 00 NP —( .

Axo je np—q yeo 6poj, onda nocmoje dse épeonocmu K xoje cy
Hajeeposamuuje, a mo cy 8peoOHOCmu.

k=np-q k+l=np-q+1

3a me epeonocmu, bunomue seposamuohe cy melycobno jeonaxe, u eehe cy
00 ceux ocmanux eeposamuoha.
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4.2. TAYCOBA KPUBA

Y npumenu Teopuje BepoBaTHohe BenwKy yimory uma (yHKmuja
no3Hara mox umeHom Iaycoea kpusa (Gauss) wunu Iayc- Jlannacosa
kpuea (Laplace) koja ce decto 30Be U 3axkon eéeposamnoha Hopmanne
pacnooee.

T'aycosa Kpuea je xpuBa nata GyHKIII]OM

Ax)=

X2
e ? (4.2)

8l
N

Koja je neduHrcaHa 3a CBaKo PEaTHO X U3 MHTEpBaJia (— oo, + 00) .

dyHKIH]a qo(x) je cuMerpuvHa (PyHKIMja KOja MMa MaKCUMyM Y
taukn X = 0. MakcuManaHa BpeHOCT OBe (QYHKIIH]E j€

#0) %

[IpeBojue Tauke GyHKIH]E GJ(X) cy Tauke X=x1 y kojuma

1
n

0,3989

GbyHKIIMja ©Ma BPETHOCT

[Topen Tora je
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I"aycoBa kpuBa je mpukazana Ha ciauiu 4.1.

i
|
|
L

2 ) =

|
I
1
1
l
I
I
i

Cnuxa 4.1. I'aycoea kpusa ¢(X)

[oBpimna u3mely kpuse dx) U OCe X je jeZJHaKa WHTerpay

+00
j Ax)dx
¥ ¥Ma BPETHOCT jeHAKY jeANHHUIIH, Tj.

X2

1 +o00 _x
—=|e 2dx=1 (4.3)
Vol

Bpennoctun ¢ynkiuje qo(x) najy ce TtabemapHo, Hajuyemhe 3a
BpeaHoctu X u3 uHrepBana [0; 3,99]. 3a x = 3,99 ¢yHkIHja uMa BpeIHOCT
0,0001, a 3a BpennocTu X Behe ox 3,99 pyHkiuja qo(x) MMa Majie BpeAHOCTH
Koje cy npakTu4Ho jeaHake 0.

Ha ocnoBy T'aycoBe kpuBe, aeduHHCcaHa je T3B. (PYHKIHUja
Hopmasane pacnopgese CD(Z) Yyhje Cy BPEIHOCTH AaTe TabelapHO M Koja

CIyXH 3a onpehuBame MoBpIIMHE U3Meh)y KpuBe qo(x) U oce X y HEKOM
IPOM3BOJFHOM MHTEpBay [& b].
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Jledhunnumija 4.1. ®ynkuuja Hopmanne pacnojesne CD(Z) oeghunucana je
3a ceako zZ[] (— oo, + 00) Jjeonauurom

_[(p(X F_[erdX

U npeocmasba NOBPUIUHY usmehy Kpuge qa(x) u oce Xy uHmepeany (— 00, Z] .

I'paduuku mpuka3 mpeko NOBpIIMHE (YHKIH]jE dx) Jat je Ha
cnunu 4.2.

2
%-— cz

bt
y =

Cnuka 4.2. Qynxyuja Hopmanne pacnodene npuxkazana Kao nogpuiuHa

Oynkiuja Hopmanne pacmnozgene CD(Z) je MOHOTOHO pactyha
¢yHKIIMja KOja ©Ma XOopHu3oHTanHe acumnToTe y=0, kaga x —» - o, my = 1,
Kaga x — oo . ['paduuku je npukazana Ha ciunu 4.3.
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Cnuxa 4.3. Dynxyuja CD(z)

Bpennoctn ¢yHKIMje HOpMaigHE pacrojene CD(Z) naTe cy

TabenapHO 3a TMO3WUTHUBHE BpeaHOCTH Z. 300r cumetpuje ['aycoBe Kpume,
BaXKH:

®(-2)=1-(2)
IITO HHjE TEIIKO MPOBEPHUTH, Ha OCHOBY nehununmje (4.1).

VYV Tabenama ¢ynknuje Hopmamne pacmonene Hajuermthe cy marte
BpeaHocTH (yHknuje 3a Z u3 unatepsana [0; 3,49]. 3a Bpeanoctu Behe on
3,49 pynkimja @ npakTHYHO ©Ma BpeIHOCT 1.

Jla 6u oopeounu nospuwiuny uszmely I'aycose Kpuee u oce X y
NPOU3B0/LHOM UHMEPBATY (a, b] KOPUCTUMO (DYHKYUJY GD(Z). Baoicu:

&2 dx = o(p) - ofa)

ﬁ‘w
N
QD C— T
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44’rx)

a

.

Cauxa 4.4. Ilpuxaz nospuiune u ¢hynkyuje qa(z)

Hajuemthe ce mocmaTpa cuMeTpUYHU WHTEPBAJ [— z, Z] . [ToBpmmna
n3mely gyHkimje (ﬂ(x) M O0Ce X, y TOM HHTEpBAIIy JeTHAKA &

P= 2olx 20(z)-1.

Bl
Taxo ce no6uja 1a je MOBPIIMHA Y HHTEPBAIY (—ZL 1] jenHaka:
P =0,6826 = 68,3%
a'y UHTEpBaIy (— 2, 2] :
P =0,9544 = 95,4%
JIOK j€ 3a UHTEpBall (— 3, 3]
P =0,9974 = 99,7%

mTo 3Hauyu 1a ce 99,7% ox ykynHe nmospiiuHe u3Mmel)y ["aycoBe kpuBe (ﬂ(x)

U oce X, Haja3u y umHTepBany (-3; 3] MOK je M3BaH TOI MHTEpBajia CBEra
0,03% Te moBpmuHe.
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4. 3axon éenukux opojesa

4.3. BEPHYJIMJEB U BOPEJI-KAHTEJINJEB
3AKOH BEJIUKHUX BPOJEBA

ITocmatpahemo bepHynujeBy 11eMy HE3aBUCHHX IIOHABJbabha
eKCIepUMEHTa ca ciy4ajHuM jaorahajeM A4 U BepoBaTHOhOM P peanusainuje
norahaja 4 y cBakoM IOHaBJbAY.

[Mocmatpajmo cnenehu mpobnem: Axke ce N nyma nounasswa
excnepumenm, 0a au je uzmel)y peramuene ppexeenyujoe ocmeaperoa
nocmampanoz o0ozahaja u eeposamnohe P Mmorce youumu Heka
3aeucHocm?

OxaroBop Ha MOCTaBJbeHO NuTame gao je J. Bernoulli (1654-1705.
rojuHe) y mnosxHarom neny ,Ars Conjectandi” o6jaBmerom 1713.romune.
bepuynujese pesyarare yommruo je Moasp (Abraham De Moivre) 1718.
roguae, a 3atuMm je Jlammac (Pierre S. Laplace) 1812romune nmao
HajoNITH]y (hOpMyTIalrjy OAroBOpa Ha MOCTABJFEHO MUTAE.

Pagu Oosper pasymeBama IpaBOr 3HAYCHa OBUX pe3yiTara,
pasmotpumo npBo bepHynujeBy dpopmynaiujy.

O3naunMo ca X Opoj MOHaBJbamka EKCIEPUMEHTA y KOjuMa ce
peanu3oBao norahaj A. AKo ce eKCepuMeHT MOHOBU N myra X he y3etu
JeIHy BPEIHOCT U3 HHU3a MOTYhHX BPEIHOCTH

{012...n}

Horahaj D = {X = k} je cmydajuu norahaj koju ce y bepHynujeBom
EKCIIEpUMEHTY peajn3yje ca BepoBaTHOhOM

P.(k) = P[X =K} :k,(+!_k), p g™ (4.4)
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Konuunux

A (4.5)
n

je ¢pexBeHumja octBapema aorahaja A y n nyma nounoswenom
eKcnepumenmy.

@DpekBeHIMja OCTBapema Jorahaja A MOXKe y3€TH jeJJHY BPEIHOCT U3
HU3a MOTyhuX BpeHOCTH

Horahaj D= {5 = E} je ciyyajuu norabaj koju ce y bepaynujeBom
n n

EKCIICPUMEHTY pean3yje ca BepoBatHohom gatom uspasom (4.4).

Wurepecyje Hac pasnuka usmely gppexsenimje (4.5) u BepoBaTHOhe
p. ITocMaTpajMo arcoyTHy BPEAHOCT TE PasiIHKe.

X o (4.6)
n

"

AXO eKCIepUMEHT IMOHOBUMO N myTa, paznuka (4.6) he yzetn Heky
BpeaHoct u3 uHTepBana [0; 1]. Illta ce nemaBa ca pa3muKoOM Kajaa ce
nosehaBa Opoj MoHaBJbakba EKCIIEPUMEHTA?

N3abepumo mpou3BOJEHO Malli MO3UTHBAH OpoOj & W MOCMAaTpPajMo
norahaj ma he pasnuka (4.6) 6utu Beha ox Tora Gpoja, Tj. mocMaTpajMo

norabaj
D= {5 -p
n

> 5} 4.7)
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4. 3axon éenukux opojesa

U OJIpeaIuMO BepoBaTHONY ocTBapema OBOr Jorahaja y N MoHaBJbama
EKCIIepPUMEHTA.

Horabaj D he ce octBaputu xaf je

X >n(p+é€) (4.8)

WM KaJ je

X <n(p-¢) (4.9)
(Bumu ciuky 4.1.).

Cauxa 4.1.

BepoBatHoha morahjaja mator m3pazom (4.8) je jeanaka 30upy
OMHOMHUX BepoBaTHOha

n

P{X >n(p+e} =3 R.(i) (4.10)

npu 4eMy je I HajMamwu 11eo Opoj Koju je Behu o mpousBoaa n( p+ £) .

Moryhe je moka3aru J1a je mocMarpaHa BepoBaTHoha orpaHHuYeHa ca
TOpHE CTpaHe TaKo J1a je

P> nlpee)<p X0y

Kana 6poj moHaBsbarma eKCIIEPUMEHTa N HEOTPAaHUYCHO pacTe, u3pa3
Ha jgecHoj crpanu (4.8) ocraje orpanmucH. M3 nedunuInje OMHOMHHX
BepoBaTHOha ce 3akJpyuyje na je:
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imP,(r)=0

n- oo

Cnenu na je

limP{X >n(p+&}=0 (4.12)

n- o
Ha cnanuan HauMH ce MOXe YTBPAUTH Ja jeé TPaHUYHA BPEAHOCT

BepoBaTHohe norahaja nator uzpazom (4.9)takohe jennaka Hyu, Tj. Aa je

lim P{X <n(p-¢)}=0 (4.13)

>£}=O

Teopema 4.2. (bepuynujesa meopema). Beposammnoha oa he
¢pexsenyuja ocmseaperva doeahaja A oocmynumu 00 rwe2oge seposamuohe
P 3a 8pedrocm mary 00 NPOU3BOLHO MAloe Opoja € medcu jeOuHuyu Kao
bpoj nonasmarea excnepumenma N HeOSPAHUYEHO pacme.myj.

W3 HaBeneHor cienu na je:

lim P{ X

—~Pp
n

OJIaKJIE CIEIH.

: X
lim P{lF_ plser =1 (4.14)

Teopema 4.2. npeocmaswma bepHyiujeB 3aK0H BeJJMKUX OpojeBa.

AKo je Opoj moHaBJbamka N JTOBOJFHO BEIUKH, TEOpEMa TBPIH Ja je&
CKOpO CUTYpHO 1a he paznuka penatuBHe (pEKBEHIM]E OCTBapema gorahaja
A u merose BepoBaTHohe OWTH MPOM3BOJHPHO Manad. To 3Ha4YM Ja ce Ha
OCHOBY peJIaTUBHE (PPEKBEHIIM]jE€ MOXKE CKOPO Ca CHUTYpHOIINY YTBPAWTH
BepoBaTHOha HeKor ciry4ajHor gorahaja.
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4. 3axon éenukux opojesa

Tex kajga je noka3aH OBaj 3aKOH, Ouio je Moryhe mpuxBaTHTH
neUHULI]Yy eMIIUpUjCKe BepoBaTHONE M Ha Taj HAUMH, EKCIICPUMEHTAITHUM
nyTteM, oapehuBatu BepoBaTHohe ciydajHux norahaja.

OBaj 3aKOH OAMIpao je MpecyaHy YJOry y pa3Bojy U TNPUMEHHU
TeopHje BepoBaTHONE, OJTHOCHO y Pa3BOjy CTAaTHCTHUKE, jep je TEeK HErOBUM
JIOKa3MBamkbeM IIOCTAJO jacHO Ja II0CTOjeé 3aKOHUTOCTH KOJ TI0jaBa H
mpoleca Koje HHUCY JETePMHHHMCTHYKOI KapakTepa, Tj. KOJ TIojaBa H
npolieca CTOXaCTHUKOT KapaKkTepa.

Ca pas3BojeM Teopuje BepoBaTHohe yTBpheHEe Cy U OIITH]E
dopmynamyje 3akoHa BenuKux OpojeBa. Ca craHoBHIITa oApehuBama camor
mojMa BepoBaTHONE U HEHE CYIITHHE, HHTEPECAHTHO j€ YOIIITEHE KOje Cy
nanu Bopean m KanTeam M Koje je Mo3HATO MOJA HAa3UBOM ,jaKu 3aKOH
eenuxux opojesa’, a riacu.

Axo je X 6poj excnepumenma y xojuma ce ciayuajru oocahaj A
ocmeapuo, eepogamnoha oOa he epanuuna epeonocm (ppexeeHyuja
ocmeaperwa odozahaja A, kada ce Opoj NOHABLAFA eKCNEPUMEHAMA
HeoepanuyeHo nogehasa, oOumu jeonaxa eeposamuohu P je jeouwaxa
Jjeounuyu, mj.

P{Lifrl%: o =1 (4.15)

3akonun jgatu  uspasuma (4.14) u (4.15) nmormyHo oOmHCYjy
(GyHIaMEHTAJIHO CBOJCTBO CIIY4YajHOCTH KOj€ je Moryhe mpoydaBaTH MPEKO
BepoBaTHOhe.
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4.4. MOABP-JIAIIVTACOBO PEHIEIHE
BEPHYJIMJEBOI' IPOBJIEMA

VY pa3maTtpamuma bepHynMjeBor eKCreprMEeHTa M 3aKOHA BEITHKHUX
OpojeBa o0ocCTao je HepemieH TmpoOiemMa W3padyyHaBamkba OWHOMHHX
BepoBaTHOha 3a Benuke BpeqHocT N u K. buio 6u noxkessHO na ce yTBpan
HauWH NOpUOJIIMKHOT pauyHama OBUX BepoBaTHoha, amu Tako jaa Oyxe
o0e30elena xesbeHa MPeru3HOCT.

Pemema 3a oBaj mpoGiem npBu je 1ao MoaBp 3a ciydaj Kajia je p =
0,5, a 3arum je Jlamiac TO pelieme YOIIITHO U 32 MPOU3BOJFHE BPEIHOCTH
p. Ta pemewa nata cy y Teopemama 4.3 u 4.4.

Teopema 4.3. (Jlokanna meopema Moasp-Jlannaca). Hexa je
eeposamnoha ocmeapera nexkoe oozahaja A y céaxom 00 N HE3AB8UCHUX
noHasmarba jeonoe excnepumenma jeowaxa P, (0 < p < 1), u nexa je X 6poj
NOHABHAIA eKCHepUMeHma y Kojuma ce peanuszosao oozahaj A. O3nauumo

ca
P{X =k}
seposammnohy oa he ce docahaj A peanuzoeamu K nyma.

Taoa je nuz
npgP{ X =k} =/npqP, (k)
YHUpopmHO Kongepeenmat 3a céaxo K 3a koje ce
k-np

vnpq

HANA3u y HeKOM KOHauyHom unmepeany. Ilpu mome je

(4.16)
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4. 3axon éenukux opojesa

1 _1(k-np)?

. g k-np
limnpgP, (k) =—=—e?* ™ = 4.17
n-e vamr \Jnpa .17

2oe je ¢pynxyuja ¢(X) I'aycoea kpusa.
N3 teopeme 4.3. HEMOCPEIHO CIEIH:

Bunomne eeposamuohe Pn(K) 3a o0oseomno eeruxo n umajy
npuoaudcHe epeoHocmu

Pn<k)=ﬁ¢(x> (4.18)

npu uemy je

Jpa (4.19)

AX)=——e 2 (4.20)

OJTHOCHO 3aKOH BepoBaTHOoha Hopmaine pacnonerne.

[TpubmmxHe BpenHocTH OMHOMHHMX BepoBaTHoOha naTe mpeKo
I'aycoBe kpuBe uzpazom (4.18) cy 6osbe mTo je N Behe. Mehyrum, yak u 3a
peNaTUBHO Mayie BPEIHOCTH N MPUOIMKHE BPEAHOCTH CY JOBOJFHO J00pa
arnpoKCHMalyja.

Teopema 4.4. (Humezpanna meopema Moaesp-Jlannaca). Heka je X
Opoj nonasmarea excnepumeHma y Kojuma ce peanuzogao oozahaj A, a p
seposamuoha we20802 ocmeapersa y céakom nornasmary, (0< p < 1). Tada
he eeposammnoha da ce pednocm

X=np

v npq

(4.21)
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nahe y unmepsany (a,b] mescumu unmezpany
1 b % b
——|e 2dx=|@(x)dx
Bletec]

mj. maoa je

n- oo

X —np 1 8¢ 0
limP<a< <br=——1|e 2dx=| ¢ x)dx 4.22
{ = } 7”{ {qo() (4.22)

HNurerpanna teopemMa Moasp-Jlamiaca uma BeoMa IMUPOKY IPUMEHY
y oapehuBamy BepoBaTHoha pasnuuuTux jaorahaja Bezanux 3a bepHynujeBy
IIeMy HE3aBHUCHUX ITOHABJbaba jJEHOT eKCIIEPUMEHTA.

Ha ocHoBy rpanunune BpegHocTu gare y Teopemu 4.4 MoxeMO
npubimxHOo onpehuBatn 30upoBe OMHOMHMX BepoBaTHoha. Haumme, u3
(4.22) cnenu 1a je 3a TOBOJBHO BEJIHKO N

X=np_ | _T
P{a< o sb} j AX)dx (4.23)

[Tomro je BepoBarHoha Ha seBoj crpanu (4.23) jeaHaka 30Hpy
oarosapajyhux OMHOMHHMX BepoBaTHONa, TO 3HaYH 14 je

Y R(k)= qu(x)dx (4.24)

npu yemy 36up uae o K ox (np—a/npq) mo (np+bynpq) .

Wurerpan na necuoj crpanu (4.23) u (4.24) Moxe ce OApEAWTH
npeko Tabsuma 3a ¢pyukiujy Hopmanue pacnogene ®P(z). Beposarnoha y

(4.23) je mpubIIIKHO jeHaKa
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j.

P{a< aSull P b} =~ d(b) - D(a) (4.25)

AL

> P, (k) = ®(b) - P(a)
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4.5. ITYACOHOBO PEHIEIHGE 3A PETKE
JOI'ABAJE

Onpehusame 6uHomMHuX BepoBaTHoha P,(K) y Beprynmjeoj memu

HE3aBUCHMX I[IOHABJbalba CKCIIEPUMEHTAa HHje CAacBUM JEAHOCTAaBHO 3a
Benuke OpojeBe N. Moasp-JlarutacoBa Teopema omoryhaBa pga ce
npuOJIMKHO Ofpesie TIocMaTpaHe BepoBaTHOhe 3a ciydaj kaga NP u NpQ

pacty U Kag N — oo,
Mehytum, mocTtoje  ciaydajeBu  Kama je  Moasp-Jlammacosa

arpoKcuMaliija He3ajaoBoJhaBajyha. 3a Te ciiydajeBe KOPHCTH C€ jeIMHA
arpoKcUMalija Koja je MaTeMaTH4YKHd MHOTO jJeTHOCTaBHH]a OJ1 MPETXOJIHE.

[Iyacon je pmao ¢Qopmyny Koja mpeacTaBjba BeoMa J100py
arpokcuMannjy OMHOMHHX BepoBaTHONha 3a perke morabaje, Tj. 3a morahaje
yyja BepoBaTHOha peanm3aiiyje y jeTHOM U3Bohemwy je mana.

Osnaunmo ca A Mpou3Boa
A=np,
npu 4YeMy je N Opoj MoHaB/bamka EKCIIepUMEHTa, a P BepoBaTHoha

peanu3anyje norahaja A y CBakOM IOHaBJbamy eKcnepuMeHTta. Tama ce
OMHOMHE BepoBaTHOhe

R.(k)

MOT'Y HaIlMcaTH y OOJIHUKY:
K

lim P, (k) =%e‘” (4.26)

n- +oo

Uszpa3 (4.26) omoryhaBa ma ce WU3BpIIM aNpOKCHUMalrja OMHOMHHX
BepoBaTHOha.
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AKO je N J0BOJBHO BEIHMKO, a [P Malo, TakO Ja jeé BPEIHOCT
npou3Bona hp wmana (nNpP<10), Tama ce OuHOMHE BepoBaTHOhE MOry
npuOIIMKHO ofpehuBaT Mo Gopmyu:

k

P (k)= %e‘” (4.27)

npu uemy je A =np.
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5. JeOHooumen3uonanme cayiajre npomeHvuee

5. JEJHOAUMEH3UOHAJIHE CJO1YYAJHE
HNPOMEHJbUBE

[IpoyyaBame mojaBa y TPUPOAM WIW JAPYIITBY, Oa3upaHo je Ha
ycIriocTaBajbaby M OTKpHBamYy penanuja usmel)y norahaja BesaHux 3a jnare
nojase. [lornyHuje n3ydaBame J0BOHU 0 TPH KaTeropuje aorahaja:

* Hemoryhu;
* CUTYpHHU U
* ciy4ajHu gorahaju.

3a onucUBamkE MOjaBa WM eKCTIIepUMeHaTa KOju TeHEPHIIy ClydajHe
norahaje kopucre ce npodadburucmuuku modenu 3acHoBanu Ha Teopuju
eéeposammnohe.

Hajmmpy, u 3a mpakcy HajBaXHHU]y KIacy MpoOaOHIMCTHUKUX
MOJeNla, YMHHM Kjaca Mojena Oa3upaHa Ha CayYajHuM HPOMEH/bUBUM.
Cnyuajue npomenbuse npoyuaeajy one eKCnepumeHme 9vju pe3yaTaTH ce
MOTY U3pa3UTH HYMEPUUYKHUM BPEIHOCTHMA. Y CBAaKoOM ,HU3BOhemy”
eKCIIEpPUMEHTA , HEIITO ce mpedpojaBa wiu Mepu. Pesynrar ekcriepuMenTa
je Opoj u3 KOHauHOTr, OECKOHaYyHOI M NPeOpPOjUBOI WU OECKOHAYHO-
HEMpeOpOjUBOr CKyma peaJHux OpojeBa. Jlpyrum pedmma, pesynTar
eKCIepUMEHTa je Tadyka Ha pealHoj ocu. TakBy Kiacy CIy4yajHUX
IPOMEHJBUBHUX MPENICTABIBA]Y JeOHOOUMEHZUOHANHE CTLYUAjHe NPOMEH.bUBE.

AKo ce pe3ynTar eKCIEepHMMEHTa MOXKE HW3pa3uTH Ca BHIIE
HYMEPHUKUX KapaKTepHCTHKA, OH/AA Cy PEe3yiATaTH EKCIEPHUMEHTa TauKe Y
BUIIEMMEH3HMOHATHOM IIPOCTOPY YHMja AUMEH3Hja 0JroBapa 6pojy MepeHux
HYMEPHUKUX  KapaKTepUCTHKAa. TakBM  pe3ynTath ce  Ha3uBajy
BUUIEOUMEHZUOHANIHE CIYYAjHe NpOMeH/buse, a MPOOAOMINCTHUKA MOJIEIN
KOjH poy4aBajy e EKCIIEpUMEHTE, 3aCHOBAaHHU cy Ha
MYJATUIUMEH3HOHAIHUM CIY4ajHUM POMEHIJbUBUM

[TotpeOHO je ymo3HATH Cce€ ca OCHOBHHUM €JIEMEHTUMa TEOpHje
BepoBaTHOhE jeMHOAMMEH3MOHATHUX M BHUIICIAMEH3MOHAIHUX CITY4YajHUX
MPOMEHJBUBHUX. TO Cy OHU €IIEMEHTH OBE TEOpHje, KOJU Cy HEONXOOHU 3d
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ApUMEHY Y CMAMUCMUYKUM 3aAKbYYUEArUMA - a TO j¢ TJIABHU LWJb
CTaTUCTUYKUX NpOyYaBama NPUPOJHUX U APYIITBEHUX IPOMEHA.

5.1. PACIHIOAEJIA CJIYYAJHUX
INPOMEH/bUBUX

Kan ce Oama xorka Ha paBHY MOBPIIMHY, OHJAA je CKyn Moryhux
pe3yaTara ckym OpojeBa

{1,2,3,4,5,6} (5.1)
Axo ca X o3nauumo pesyimam eKcnepumeHma, oHOd Kaxcemo 0d

NPOMEHBUBA BEIUMUHA X MODICe Y3emu jeOHY 8DEOHOCH U3 CKYNA PeaHUX
opojesa (5.1),u mo na caywajan Havun.

Heka je nat cratuctuukm ckym on N enemenarta u Heka obenexje X
uMa pacrozieny naty tabeinom

fl f f f

IpHU YeMy cy OpojeBu
{X %0 %}

Moryhe BpemHOCTH oOenexja X Ha eIeMEHTHMa CTAaTUCTHYKOT CKyra, a
OpojeBu

{f, f..., .}

cy (pekBeHIMje MOjaBJbUBaKba MOJEJUHUX BPEIHOCTH X y HOCMaTpaHOM
CKymy. AKO Ha ciiydajaH Ha4WH OWpaMo jelaH €JIEMEHT W3 MOCMaTpPaHOT
cKkyma u yTBphyjemMo BpemHocT obenexja X KOJI TOT eleMeHTa, Taja je
MpPOMEHJbMBAa BenuuuMHa X CJlydajHa MPOMEHJBMBA KOja y3UMa JeIHY
BPEIHOCT W3 HHU3a MOTyhUX @peonocmu cmamucmuuxkoe cKyna u mo Ha
CNy4ajaH Ha4uH.
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Ha tenedoHckoj nmenTpanu ce mocMaTtpa Opoj Mo3uBa y BpEMEHCKOM
uHTepBany. [IpoMeHsbHBa BeIMUMHA, KOja IpeACTaB/ba Opoj MO3UBA, MOXE
y3€TH JeJIHY OJ1 BpEAHOCTH M3 HU3a peaTHUuX OpojeBa.

{0,1,2,...} (5.2)
Y TO Ha CITy4YajaH HauYuH.

ITpu oOpaau jemqHOT MPOM3BOAA, HA TAYHOCT HEKE JUMEH3HjE yTHUYe
HU3 ¢akrtopa. 3Ha ce Aa he mumenswja X OUTH y HEKUM YTBpHEHHUM
rpaHHIlaMa, pEIMMO Y HHTEPBATY

(X1; X2) (5.3)

Kox cBakor oOpalhenor mpousBoma, numensuja X he wa cayuajan
HauuH y3€TH jeaHy BpeaHocT u3 uarepsaia (5.3).

ITocmaTpa ce Bek Tpajama jenHor ypehaja. Pesynrat moxke OutH
010 KOju peanad Opoj U3 HHTEpBajIa

(0,) (5.4)

Cgaxku ciydajHu norahaj, Be3aH 3a OBaKBeE 10jaBe, MOXKE C€ U3Pa3UTH
npeko npomenseuBe X. Tako ce, Ha mpumep, y Oanamy KOIKE, CIy4ajHU
norahaj A: ,I1ao je 6poj He Mamu 0 3", MOKE U3PA3UTH Ca

A={X=3} ={3458

BepoBatHoha morahaja 4 Moxke ce OJpEaUTH JIAKO aKO C€ 3Ha
BepoBaTHOha ca kojoM X y3UMa MOjeIUHE BPEIHOCTH U3 CKyna Moryhux

BPEIHOCTH {1, 2,34, 56} .

Axo je temedoHCKa IEHTpajia OTPAHWYEHOT KaraluTeTa, PeluMo
HajBuie 100 mo3uBa y naToM MHTEpBally, OHAA ce ciydajHu porahaj A:
» lenedoHcka 1meHTpana Hehe OuTm 3ay3era’, MOXKE H3pa3UTH IPEKO
IpoMeHJbUBE X ca

A={0< X <104

npu yemy je X Opoj mo3uBa y MoCMaTpaHOM BPEMEHCKOM HMHTepBaly. AKO
3HAMO BEpOBaTHONY IMOjeIMHUX BPETHOCTH TMpOMeHJbMBE X, jako hemo
OJIpeIUTH BepoBaTHONY ciyyajHor norahaja 4.
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Y  CBakOM  EKCHEpUMEHTY,  pe3yliTaTUMa  eKCIIepUMEHTa
OpUAPYKYjeMO MPOMEHJbMBY BeIMUMHY X KoOja y jeIHOM H3Bohemy
eKCIIEpPUMEHTA MOXKE Y3€TH CaMo jeJHY BPEIHOCT M3 JaTOT CKyIa PealHuX
OpojeBa. YHampen He 3HaMO Kojy he BpemHOCT y3etd X. JeIMHO MITO
MOXEMO YTBPJUTH je CKYIl MOr'yhuX BpeJHOCTH 3a Ty IPOMEHJBUBY.

VY najpuM pasmaTpamuMa OBAaKBHX IPOMEHJBUMBUX BEIMYMHA, NPBU
3ajjaTak je YTBPAUTH KaKo uecmo, OAHOCHO ca Kojom eeposamuohom he
npoMeHJbHMBa X y3UMaTH TOjeMHE BPEAHOCTH M3 JAaTOr cKyma Mmoryhmx
BPEIHOCTH.

VY mpakcu ce mocMmaTpajy ABe KaTeropuje CliyuyajHuX MPOMEHJbUBUX
U TO npekuonoz W Henpexkuowoe tumna. [locmarpahemo mpBo ciydajHe
BEJIMYMHE MPEKUIHOT TUIA U HA OCHOBY HHUXOBE NeUHUIMjE U OCHOBHHX
0COOMHA YTBPJIWUTH TOTpeOHE eNeMeHTe 3a AChHUHUIIN]Y U H3ydaBame
HENPEKUJIHUX CITy4ajHUX MPOMEHJbUBHX.

3akoH BepoBaTHOha npekuaHe ciay4yajHe MPOMEH/bUBE

Hedunummja 5.1: /lpomenwusa senuuuna X je cjay4dajHa nmpoOMeH/bUBA
NPEeKUIHOT THIA, aKO BPeOHOCmU, KOje OHA Modice y3emu, o0pasyjy
KOHAYAH UNU npebpojus Hu3 peainux opojesa

14,5, X5, 1, (5.5)

a ysumarbe ceake 00 08UX 8peOHOCmU je cryuajan doeahaj ca oopehernom
seposamHohom.

ITocmaTpajmo HU3 cirydajHux gorahaja
D]_=(X:X1), D2:(X:X2), D3:(X:X3), (56)
¥ O3HAYMMO ca

PL P2, Ps .. (5.7)

onrosapajyhe BepoBarHohe gorahaja D4, Do, ..., mpu uemy je p; BepoBaTHOha
na he X y3etu BpeHOCT X, Tj.
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5. JeOHooumen3uonanme cayiajre npomeHvuee

pi:P(X:xi),
3ai=1,2, ....

Cayuajuu norahaju (5.6) ce meljycobHo uckibyuyjy. buxoBa yHuja
je curypan porahaj, jep ce y jeaHOM H3Bohemy eKCIepUMEHTa peajun3yje
TA4HO jeJaH oja muX. 3ato Hu3 oxarosapajyhux BeposatHoha (5.7)
IpeCcTaB/ba HU3 HEHETaTUBHUX OpojeBa YMjH je 30Mp jeqHaK jeIUHHIIH, Tj.
HU3 j€ TaKaB Ja je

2p =1 (5.8)
i=
VY cnyuajy kaga je HU3 MOryhux BpeIHOCTH CllydajHe NMPOMEHJbHBE

(5.5) konauan Hu3 o N 6pojea, 30up y (5.8) 6uhe 36up ox 1 10 N, Tako aa
je

M=
)
]
=

(5.9)

1
=

Jedbununmja 5.2: Cxyn mozyhux epeonocmu ciayuajue npomensmsuge X u
oocosapajyhux eeposamnoha, Hazusamo 3axoH eeposamuoha ciryuajHe
npomenssuge X u Hajuewhe ea npuxazyjemo y 6udy mabene

X x| X | X
PX) | | P2 P3

npu uemy je
Oit{123-} =p =R X=X .

Kaosicemo oa je 3axkonom eeposammnoha oopehema pacnoodena ciyuajue
npomensbuge.

Pacriogena cmydajue mnpoMeHJbHBE X CAApXKH  MaKCUMAaJHY
KOJIMYMHY HMH(OpMaIja O IOCMAaTPAaHOM EKCIEPUMEHTY, OJHOCHO, O
mocMaTpaHoj TojaBu WM mporiecy. [lopen Tora, oBa pacnojaena omoryhasa
KOMIUICTHY aHaJIM3y MOcCMaTpaHe mojase. Jpyrum peunma, y pacmojenu
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ciydajHe BenuuuHe X cajpkaHa je JO0BOJbHA KOJMYMHA HH(pOpMaImja o
IOCMaTpPaHO] MOjaBH.

Ha mpumep, 6aiajy ce ncToBpeMeHO JBa HOBYMha U peructpyje 0poj
10jaBJbUBama ,MMCMa’. AKO O3HAYMMO ca X pe3ysTaT eKCIepUMEHTa, OHJIa
he X Outu cinydajHa MpoMeHJbHMBA ca MOTyhuM BpeHOCTHMA

{0,1, 2}

u oarosapajyhum BepoBaTHOhama

{1 2 1}
4°4°4
3akoH BepoBaTHoha ciy4yajHe mpoMeHJbrBe X je AaT Ta0eIoM:

X 0 1 2
p(x) | 0.25] 0.50] 0.25

Axo ce, Ha mpumep, raha HEKH LUJb CBE 10 MOMEHTa HETrOBOT
norahama, Moke ce mocmarparu Opoj m3BpuieHux rahama X. Heka je, y
cBakoM rabhamy, BepoBaTHOha MOroTKa IMJba jelHAKa P, MPH YeMy je
O<p<1. Tana je, 300or He3aBHCHOCTH, BepoBaTHOha 1a O6poj rahama X Oyae
jennak, peuumo K, jenqHaka

P(X=K=(1-9"p
jep he ce norabhaj
D =(X =k)

peanuzoBatu jeaquHo ako je y (k-1) rahama 1uss mpomarieH, a morohen y k-
ToM rahamy. 3akoH BepoBaTHOha ciyuajHe mpomensbuBe X je aat cieaehom
Tabenom:

X 1] 2 3
p¥) | p| @-pp| (1-Bp

[Mocmarpajmo cratuctuuku ckynm ox N ememMeHata W pacmoneny
obenexja X Ha TOM CKYITy, 1aTy Taberom

144



5. JeOHooumen3uonanme cayiajre npomeHvuee

F fl f2 f~|

AKO Ha ciydajaH HauyWH W3 TOCMaTpaHOr CKyIla Oupamo jenaH
eJIeMeHaTt, TaJ je BpeAHocT obenexja X Ha u3a0paHOM €JIEeMEHTY CIIydajHa
IPOMEHJBHBA Ca PACTIOAETIOM

X Xa Xo %
p(x) | f/N fKIN f/N

Osa pacnoodena Huje Huwma Opyeo He20 pAchooend pPeiamuHux
Ppexsenyuja obenedxcja X HaA NOCMAMPAHOM CMAMUCTIUYKOM CKYRY. 3amo
ce C8aKu 3aK/bYUaK KOju U3eoemo 3a ClyuajHy npomeHmusy X 00HOCU U Ha
pacnoodeiny obenexcja X Ha CMamucmuykom CKyny.

Ca apyre cTpaHe, y U3y4aBambHMa CTaTUCTUYKUX CKYIIOBA U T0jaBa
MacoOBHOT KapakTepa, CIy)KHUMO ce€ oapeheHoM MeToNoNorujoM |
onpeheHUM HAYMHOM 3aKJby4HBamWka, U TO y CKIQAY Ca PEATHUM I0jaBaMa
KOj€ Hac OKpYyXKyjy. 3ato hemo ciydajHe MpOMEHIbMBE IPOyYaBaTH HA UCTH
TakaB HAYWH, Tj. Y CKJIay ca 3aXTE€BUMa KOjU MPOUCTHUY U3 PEaTHOCTH, a
To he omoryhutm mHpoKy NpUMEHY Hu3BelAeHE Teopuje. McroBpemeHo
pe3yaTaTd OmIITe TeopHje MoTmyHuje he ommcaTH mocMaTpaHe CKYIOBE,
OJTHOCHO T10jaBe€ MaCOBHOT KapakKTepa.

Pacnonena ciydajue mpomMeHJbHBE X IpENCTaBba ce€ TpadUUKU y
BUJly XHcTOrpamMa mpuka3zanor Ha ci 5.1. Ha ocm X ce nHanoce moryhe
BPEIHOCTH CIy4yajHE IMPOMEHJbMBE X, a 3aTUM C€ H3HAJA CBake Tauyke
KOHCTpPYHMIIIC TIPABOYTraOHUK 4YHja j€ TOBPIIMHA jeaHaka ojarorapajyhoj
BEpOBaTHONH.
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Ap

’P_ll D JZ 3 Di } """""" 3 Bn X}

xl x2 xS xi Xn
Cauxa 5.1.3axon eeposammnoha ciyuajne npomensuge X
[Tomro je

2p =1

i=1

Ha XUCTOTpaMy pacrojesne cily4yajHe IPOMEHJbHBE, Iiefia TTOBpIIHHA u3Mel)y
oce X M KpHUBE KOjOM j€ OTpaHMYeH XHCTOrpaMm, Tpeba jaa je jenHaka
JeTUHULIN.

Ha ocHoBy pacmnozene ciy4ajHe mpoMeHJbUBe X MPEKHIHOT THIIA,
Moryhe je oJpenTH pacrtoieny OuIIo Koje ciaydajHe IpoMeHJbHBE Y Koja je
neduHuCcaHa rpexo X.

Axo m3Mmel)y cinyuajHux mpoMeHJbUBUX X B Y TIOCTOjU Be3a
Y =9(X)
Taja je 3akoH BepoBaTtHoha Y aat y cienehoj Tabenu

Yo | v=g(x) | Y2=9(%2) | Ya=g(xa)

p(y) P P2 Ps
Hajuenthe ce nocmatpa nuHeapHa QyHKIHMja
Y=aX+b

npu yemy je a# 0. Taxa je 3akoH BepoBaTHOha ciydajHe TPOMEHJbHBE Y
aT TabeIoM.
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5. JeOHooumen3uonanme cayiajre npomeHvuee

Y ax+b | axtbh | axtb
p(y) P 97) Ps

AKo ce 3Ha 3aKOH BepoBaTHOha cirydajHe mpoMeHJbuBe X, Moryhe je
JIaKO OAPEIUTH BepoBaTHOhe OWIJIO KOT CiydyajHOT jorahaja Be3aHOT 3a Taj
excnepumenT. Haumme, cimywajum gnorahaj je moackym ckyma Moryhux
BPEIHOCTH, Tj. TOACKYI CKyIla peaJHux OpojeBa

{xl,xz, x3}

Kana onmpeaumo moackynm Koju oaroBapa jgorahajy, Ha OCHOBY
BepoBaTHOha TMOjeIMHMX Tadaka TOT TMOJCKYIa, Jako ce oxapehyje
BepoBaTHOha rmocmaTpasor gorahaja.

Ha mpumep, ako ce cmarpa na je pahame aeBojumile cly4ajaH
norahaj ca BepoBatHohom 0.5, a nmeuwaka Ttakohe, ca BepoBarHOohom 0,5,
KOJIMKa je BepoBaTHOha na he y mopoauiu ca 4eTBopo jeue outu 6ap 1Be
neBojuniie? O3HaunMo ca X Opoj J€BOjUUIIa y TIOPOJIUIIA Ca YETBOPO JEIe.
Tama X Moxe y3eTH jeJHy BPEIHOCT U3 CKyma

{0, 1, 2, 3, 4}
ca BepoBaTHOhama
{0,0625; 0,2500; 0,3750; 0,2500; 0,0625}

Tako je 3axoH BepoBaTHONha 3a X naT Tabeaom

X 0 1 2 3 4
p(x) | 0.0625| 0.2500 0.3750 0.2500 0.06§5

[TocmaTtpanu norahaju he ce peann3oBaTH ako ce peainsyje jeaHa o
BPCAHOCTHU M3 IMOJACKYIIa

{2, 3, 4}.
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Tpaxena BepoBatHoha je jeqHaka
P2s X<4=HAX=2+HA X=3+ B X=4

OJHOCHO,

P(2< X< 4)=0,3750+0,2500+0,0625= 0,68

AKO, y TIOCMaTpaHOM TpHUMEPY, 3HaMO Jla y TIOPOAHINA UMa jelaH
JeYaK W jeaHa JeBOjuMIla Kojuka Om Omma BepoBarHoha ma he y Toj
nopoaunu Outh Oap 1Ba aedaka? TpaxkeHa BepoBaTHoha je yCJIOBHa
BepoBaTHOha

P(A/B)
IpH 9eMy je
A=(0< X<2)
B=(1< X<3

[Tomro je
AlB= (1= X<2)

u3 AeuHuUIMje yCIOBHE BEpoBaTHONe ciiean 1a je

P(AB) _  0,2500+ 0.3750 _ 0,714

P(A/B)= P(B)  0,2500+ 0,3758 0,2500

V3mumo cnenehu npumep. Pagu yrBphuBama KBanuTeTa y BEIHMKO]
cepuju, y3uMa Ce jelaH MPOW3BOJ M BPIIM KOMIUIETHA aHaln3a. AKO
n3a0paHy MPOU3BOJ, Y MOTITYHOCTH, OJrOBapa XEJHCHOM KBAIHUTETY, Jlajba
aHajM3a ce He BPIIHM, a aKo He oJroBapa, Oupa ce cienehu v BpIIU HEroBa
aHanmu3a, uta. Heka je BepoBarHoha 3a CBakM TPOW3BOM, 1@ OJroBapa
XKeJbeHOM KBanuteTy, jeaHaka 0.8, a tpomkoBu anamuze cy 2000 nunapa.
HNutepecyje Hac BepoBaTHOha fa he TPOIIKOBH KOHTPOJIE CEpHje OUTH MambH
on 5000 gunHapa.

O3znaunmo ca X Opoj mpousBoja Koju he y KOHTpoJu cepuje, OUTH
anamupanu. Taga X nMa 3akoH BepoBaTHOhe
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X | 1 2 3
p(x) | 0.8 ] 0.20.8 | 0.040.8

Oznauumo ca Y TpomikoBe KOHTpoJe cepuje. Tana je
Y = 2000/X

TaKo JIa je 3aKOH BepoBaTHONaA 3a TPOIIKOBE Y 1aT TaOeIoM:

Y 2000 | 4000| 6000
p(y) | 0.8 0.16 | 0.032

TpomkoBu kontposie he outn mamwu ox 5000, ako je aHanmu3MpaH
jelaH Wiv JIBa TIPOU3BO/Ia, I1a j€ BepoBaTHONA Ja TPOUTKOBH KOHTpPOJIE Oy1y
mamu o1 5000,jennaka

P(Y < 5000) = P(X=1) + P(X=2)
OJHOCHO,
P(Y < 5000) = 0.96

3akoH BepoBaHOha HenmpeKuIHe CIy4YajHe MPOMEH/bUBeE

[lpn rahamy Mere Mepu ce yOaJbeHOCT TOrOTKa OJ LEHTpA.
[IpomensbuBa BenmuunHa X Ouhe jeman on peaqHuX OpojeBa M3 WHTEpBaia
(0;a), a mpu jemHom ,m3Bohemy” excnepumenTta (y jennom rahamy), X he
y3€TH caMo jeTHy BPEIHOCT M3 TOT HHTEepBaa.

Bex Tpajama cujanuiie je mMpOMEHJhbMBA BeIWYMHA Koja he y3eTu
BpeaHocT n3 uatepana (0; +o0). 3a jexny cujamuuny (jemmo ,u3Boherme”
eKCIIepUMEHTa), BEK Tpajama he OUTH camMo jegan Opoj U3 OBOT MHTEpBaIa.

VY OBaKkBHM €KCIEpPHMEHTHMa, TOCMaTpaHa MMPOMEHJbHBA BEIMYMHA

X MOKe y3eTHu jenHy BpeIHOCT M3 Hekor nHTepBana. Cmarpahemo na je To
OCCKOHAYHU MHTEPBAI

(-0, +00) (5.10)
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AKoO je y eKcriepuMeHTY MHTEpBajl KOHauaH Tajaa hemo cMmartpatu 1a
Cy Tayke HM3BaH TOI MHTepBaja Hemoryhum norahaju ca BepoBaTHOhama
jelaHaKuM HYJIH.

CrnydajHy NpPOMEHJBHBY HENPEKUAHOT THMAa Tpebda 1a OIpeIuMo
Tako Ja HaM je Moryhe TayHO YTBPAWUTU HEHY pacnojeny, Kao U KoA
IIPOMEHJbUBUX MPEKUIHOT THIIA.

[lo anamormjum ca ciry4ajHUM NPOMEHJEMBUM MPEKUAHOT THIA, U
OBJIe MOpaMo JehuHUCATH 3aKOH BepoBaTHOha Tako J1a HaM je Moryhe na 3a
CBaKM CJIy4yajHH jaorahaj Be3aH 3a Ta] EKCIIEPUMEHT, OAPEIUMO HETOBY
BEpoOBaTHONY.

VY oBOM ciy4ajy, HHTEepBai (-0; + 00), MOACTUMO Ha MOAUHTEPBAIC
NPOM3BOJBHO Mayle aykmHe AX. VYmecto Tawaka X [(-00; + o0)

AX AX
nocmarpahemMo wHTEpBae (X_T ;X+7 . 3a Tako ojapeheHe uHTEpBase

moryhe je oapeautu jenny ¢byukumjy f(X), mpexo koje hemo nedunucaru
BepoBaTHOhe.

Hebununmja 5.3: 3a npomenmusy seruuuny X Kazxcemo 0a je CIyyajHa
NPOMEH/bUBA HENPeKUOHO2 MUNA aKo y3umarbe Ouno Koje 8peoOHOCmU U3
unmepeana (-, + ) npedcmasmwa ciyuajan docahaj u axko nocmoju
@yukyuja 1(X) maxsa oa je eeposamnoha, oa he ce X nahu y npuzeomnno
MQNoj OKOAUHU maydke X, mj.y UHmepeany

(x-%;x+ %j (5.11)

Jjeonaxa npoussody f(X)[AX; mj axo je
P(x-%<sz+A—2XJ:f(x) [AX (5.12)

U 3a C8AKY NPOU3BOBHO MaLy 8pedHocm AX.

@ynxyuja f(X) nazuea ce 3axon eeposammnoha ciyuajne npomensuse X.
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[Ipema TOMe, ciy4ajHa TPOMEHJHPMBA HEMPEKHIHOT Tuma Ouhe
onpehena ¢pynkuujom f(X), OmHOCHO, 3aKoHOM 6eposamHnoha.

3akon BepoBatHoha f(X) Mopa 3amoBosbaBaTH ciesieha aBa yciioBa:

1. f(x) =0, 3acBako X[ (-c0, +o0)
2. [fx)dx=1 (5.13)

IMpBu ycnoB cimenu w3 (5.12) u ocoOuHE HEHEraTUBHOCTH
BepoBaTHOha.

[Tomro ce y mocMarpaHOM E€KCHEPUMEHTY peanu3yje TayHO jeliHa
BpeaHOCT X U3 (-00; +00), oHfa je ,30up” BepoBaTHOhA 3a CBe Tauke y TOM
WHTEpBaly jeJHAK jeAMHUIM (BUIM ci. 5.2),a Taj ,30up” HHje HUIITA JIPYro
no uaterpai (5.13).I'eomeTpujcku, To je moBpirHa u3Mel)y X oce U 3aKoHa
BepoBaTHoha f(X).

(%)

D X

Cruxa 5.2.3axon eeposamnoha cnyuajue npomenouse X.

Hajuemihe nac wuHTepecyje oxapehuBame BepoBaTHoha na he ce
clly4ajHa MPOMEHJbMBA Halil y HEKOM MHTEpBAIly, PEUMO HHTEpBaly (Xi;
X2). Tpakeny BepoBaTHOhy hemo Hahm Tako mTo hemo, 3a cBe Tauke U3
uHTepBasia (X1; X2), ,cabpatu” oarosapajyhe BepoBarHohe nate ca (5.12).
Taj 30up Huje HumTa Apyro a0 oapehenu wmuterpan dyakmuje f(X) y
rpanunama (Xi; X2). Ha cmumm 5.3.10 je mpadupana nospuirHa.
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Afx)

]

X

x] x2
Cnuka 5.3.Beposamnoha da ce X nahe y unmepsany (Xi; X2).

Tpakena BepoBaTHONha jeTHAKA &
X2
P(x1<X < x2)=j f(x) dx (5.14)
X1

Caaku ciydajau norahaj, Be3aH 3a MOCMaTPaHU €KCIIEPUMEHT, MOXKE
Ce WM3pa3WTH TNPEKO WHTEpBaia, a BepoBaTHOhe WHTepBaia oxpeamhemo
npeko (5.14). 3ato hemo, Ha ocHOBY 3akoHa BepoBatHoha f(X), mohwu
OJIpeIUTH M BepoBaTHOhe OWMIIO KOT ciydajHor aorahaja.

Ha nmpumep, nponsBohad ayToMOOUIICKMX T'yMa TBP/HU J1a Cy HETOBE
rymMe BeoMa IOoy3JaHe. 3Ha ce Ja je 3a CBaKy Ir'yMy HEeH 'BEK Tpajama’
cllyyajHa MPOMEHJBHBA Ca 3aKOHOM BepoBaTHOha

-6, 2510° x
f(x)z{zsmo e 3a x>0 (5.15)

0 3a X<0

Oynkmmja (5.15) je, 3amcra 3akoH BepoBaTHOha. 3aq0BOJbaBa
yCIIOBE:!

1. f(x)20

2. [f(X)dx=] 25010° e%19° Oax= 1
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Tpaxu ce BepoBarHoha jna he kymbeHa ryma m3npxkaru 40.000 km,

omHOCHO, 4[10* km. To he ce peanmn3oBatu kanma je X =4[10%, Tako na je
TpaXkeHa BepoBaTHONa jeHaKa

P(X>4000O)=25]16_[ 'éﬂoex dx 0.36787
andt

a BepoBatHoha na he ryma u3apxkatu 20.000 kmje
P(X >20.000) = 0.6065
Y3mumo jomr jenan npumep. Heka X nma 3akoH BepoBaTHOha
2(b- x)
b2
3a XU [O; b] . IlotpeOHO je oapemuTn Z Tako na, ca BepoBatHohom 0.5,
TBpauMO Ja he cirydajHa mpoMeHsbuBa X y3eTH BpeaHocT Behy of Z.

f(x) =

TpaxxeHa BpeHOCT Z je Opoj 3a KOju je
P(X>z) =0,5
OJTHOCHO,

b

[ fx)dx=05

z

Pemiemwe unTErpaa aaje jeAHauUnHy
( z- bj ? 05
b — Yy

z=b(1-\/0_,3

0J1aKJIe ce 1o0uja 1a je
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DyHKIMja pacnojesie caydyajHe NpoMeH/bUBE

VY npaktuuHuM ofpehuBamMMa BepoBaTHoha ciydajHux norabhaja
BE3aHMX 3a CIydYajHE MPOMEHJbHBE, YECTO CMO 3aMHTEPECOBAHU 32 jeIHY
KJacy norahaja koju ce popmynuiry Ha cieaehu HaunH:

Cnyuajna eenuuuna X ysehe epeonocm ne eéehy 00 z, npu uemy je Z
yHarpen oapelen 0poj u3 uareppana (-, +),

Ha npumep, mHTepecyje Hac norahaj ma he Tpaxkma 3a jeTHHM
MPOM3BOJIOM OWUTH Mama of jenHe oxapehene Bpemnoctu, perumo 1.000
jeAMHUIA Y TaTOM BPEMEHCKOM WHTEPBAIY.

WNnm mac unTepecyje norahaj na he, y ayromarckoj nmeHtpaiu Opoj
mo3uBa OUTH MamkH OJ] HEKOT Opoja, KOju Mpe/ICTaBJba KaNaluTeT IEHTpaJIe.

3a njakmie oxapehBame BepoBaTHOha oBakBUX jorahaja, CIyXu
dbyHKIIMja pacmonenie cliydajHe NMpoMeHJbUBE X, Koja ce AchuHUIIE Ha
cnenehu HaYWH:

Hedbunnumja 5.4.. @yuxkyuja pacnodene cnyuajue npomenmuse X je
@yuxyuja F(z) koja, 3a ceako

z 0(-00;+c0) (5.16)

npedcmasma eeposamuohy oa cayuajHa npomeHmusa X uehe yzemu
epeonocm gehy 00 Z,mj.

F(z2=P(X< 2. (5.17)

[Tomro cy BpeaHoctu (yHkimje pacrnoaene F(z) BepoBatHohe, TO
3Haun Aa he ta QyHkuja umatu BpeaHoctu usmely Hyma u jenad, Tj. 3a

CBaKo Z D(-oo ;+00)

0<F(2<1 (5.18)

OyHKIMja pacriozene ciyyajHe IpoMeHJbuBe X je (¢yHKnMja ca
cienehum ocobnuama:
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5. JeOHooumen3uonanme cayiajre npomeHvuee

Ocoouna 1. F (— 00) =0

F (— 00) je BepoBaTtHoha jia he X OuTu Mame o —, a TO je Hemoryh
norahaj unja je BepoBarHoha jegHaka O.

Ocoouna 2. F(+ ) =1

F(+ ) je BepoBaTHOha 1a he X 6ut Mame 07 + 0, a TO je CHUrypaH
noralaj ca BepoBaTHOhOM jeTHAKOM je/iaH.

Ocoouna 3. @ynxyuja F(z) je monomono neonaoajyha pynxyuja.

3ancra, ako cy Z u Z' JaBE BPEIHOCTH, TakBe na je Z < Z', oHOa
norabaj

D'=(-0<X<2)
UMILTUIIApa Jaorahaj

D= (o< x<7)

IITO 3HAYH J1a je

P(D") < P(D") (5.19)
[Momro je
P(D) = F(z)
u
P(D") = F(2"),
oHpa, u3 (5.19)cnenu na je
F(z) < F(z") (5.20)

Hejennakoct (5.20)oapehyje MOHOTOHOCT (DyHKITH]E.

Ocoouna 4. Koo cnyuajue npomenmuge X npekuoHoe mund,
@yukyuja pacnooene F(z)je cmenenacma pynxyuja koja y maukama

X1,X2,X3,...

uma cxoxoee jeonaxe oo2osapajyhum eeposamuohama.
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Ocnose geposamnohe

Haume, 3a cBako
z[(=0; % )= F(2)=0,
z0(x ;% )= FzF P(X=x)=n,
z0( %% )= F@2)F= P(X=x )+P(X=x )=p+ p,
.. (5.21)
20( % X1 )= F(2) Zl) PX=X 2. B

i=1

VY oBoMm ciydajy, byHkumja pacrnoaena F(z) je dyHkimja koja uma
00JMK pHUKa3aH Ha cIuI| 5.4.

Ha ocnoBy wm3paza (5.21) moke ce J1ako oapeauTd (yHIKH]a

pacnionene F(z), kaga ce 3Ha 3aKOH BepoBaTHONA Clly4ajHE IPOMEHIbUBE X.

OO6puyTO, ako je mo3Hara (yHKIHMja pacnoaena F(z), onma ce us
(5.21) nobwuja na je

(5.22)

ca ynMe je moTiyHo oapehen 3akoH BepoBaTHoha cirydajHe mpoMebrBe X.
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+F(2)

Ds

D X

X1 X,

Cauka 5.4. @yuxyuja pacnooene cryuajue npomensuge X npekuoHo2 mund.

Ocobuna 5. Axo je X nenpexuona ciyuajna npomespuea ca 3aKOHOM
seposamnoha f(X), maoa je, 3a ceaxo z 0(-00;+00)

Z
F(2)= | f(x) dx (5.23)

-00

dynkuumja pacnogene F(z) je HenpekuaHa 1 MOHOTOHO Heomaajyha
byHKIIHMja, UITK j€ TIPEKHIHA 32 KOHAYHO MHOTO Tadaka MpeKua.

OyHKIMja pacrojeie HENpeKUJIHE CiIydajHe NMPOMEHJbUBE X HMa
00JIMK KpHUBE, MPUKA3aHe Ha CIUIH 5.5.

AF(2)

/ z

»
»

Cruxa 5.5. @yukyuja pacnooene HenpexkuoHe ciyyajue npomeHmsuse X.
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Ocnose geposamnohe

Kana Ham je mo3nar 3akoH BepoBaTHohe f(X) jemne ciyuajHe
NpoMeHJbHBe, pemaBambeM wuHTerpana y (5.23), ompeamhemo meHY
byHKIIH]Yy pacnojerne.

OOpHyTO, ako HaMm je mo3Hata (yHKIHMja pacmonene F(z), 3akon
BepoBarHoha f(X) oapenmhemo mpeko u3Boma dyukiuja F(z). Taga je 3a
CBaKo Z D(-oo;+00)

dF(Z)|
dz "=

3axkmwyuak. [loo pacnooenom cayuajue npomeHmuse X mpebda
noopazymesamu, unu rwex 3axkoH eeposamnuoha, unu @ynkuujy pacnooeine.
Kaoa snamo 3axon seposamnoha, naxko oopehyjemo gyuxyujy pacnooene, u
00pHYmO, Kaoa 3Hamo QyHKYujy pacnoodeie ciydajHe npomemuge X, 1aKo
oopehyjemo mwen 3axon eeposamuoha. Pacnooenom ciyuajue npomeHnmuse
oopehena je MaKkcuManHa KoauyuHa uHgopmayuja o excnepumenmy ca
CYUAJHUM UCXOOUMA.

IMocmatpajmo cnenehu mpumep. IlozHato je ma je cBaka 4yeTBpTa
oco0a aepruyHa Ha aHTHOMOTHKE. Pamy mpoBepe HOBOT Jieka, Ha cllydajaH
HauuH je n3zabpana rpyna oj cenam juuna. Oapennhemo 3akoH BepoBaTHOha
clly4yajHe MPOMEHJbMBE X, KOjU MpeNcTaBha Opoj n3abpaHux JHIa KOjU Cy
QJIEPTUYHU Ha aHTHOMOTHUKE.

CnydajHa mpoMeHsbuBa X je MPEKUIHOT THUIIA M MOXKE y3€TH JeIHY
O]l BPEIHOCTH:
0,1,2,3,4,5/6,7

3a cBaky m3abpaHy ocoOy, BepoBaTHOha na Oyne anepruyHa Ha
AHTHOMOTHUKE MMa BPETHOCT

p=0.25

a m300p ocoba BpIIMMO HE3aBUCHO. 3HAYM, CelaM IyTa ,IIOHAB/HAMO’
EKCIIEPUMEHT, U Y CBaKOM , [IOHABJbaIy IOCMATpaMo CIy4ajHu jorahaj A:
»13abpaHo nure je ajnepruyHo Ha anTuOmotuke”. Jlorahaj 4 ce, y cBakom
»TIOHaBJbay" peanu3yje ca BepoBarHohom 0,25.Cnyuajua nmpomessuBa X
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5. JeOHooumen3uonanme cayiajre npomeHvuee

npezcTaBba Opoj ,MOHABJbAKA EKCHEpUMEHTa’ y KojuMa ce nporahaj A
peann3oBao. 3aro je BepoBaTHOha 1a X y3Me HeKy BpeaHOCT K jeqHaka

P(X=k)=P,(k)=(/) 0.25 0.75"*

Tj. BepoBaTHOhe 3a IMojenrHEe BPEAHOCTH CiIydajHe MpomesbuBe X Cy T3B.
bunomne seposammnohe Py(K).

3akoH BepoBaTHOha ciy4yajHe mpoMeHJbHBe X JaT je Ta0eIoM:

X 0 1 2 3 4 5 6 7
p(x)| 0.133| 0.311 0.311 0.173 0.057 0.01 0.001 0.0001

Hberos xucrorpam je npukasad Ha ciuiy 1.6.(a).

N4 (@) Jfe (b)

0.3} 1
0.2+
0j1
[
— x‘ zZ
» »
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Cnuka 5.6.3axon eeposammnoha u ¢hynkyuja pacnooerne.
OdyHKIMja pacroese oBe cIy4ajHe MPOMEHJbUBE je 1aTa ca:
z0(-0; 0)= F(2)=0;
z0[0;1) = F(z)=01335
z0[1; 2) = F(z)=0445Q
z0[2; 3) = F(z)=0,7565
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Ocnose geposamnohe

z0[3, 4) = F(z)=09295

z0[4; 5) = F(z)=09872

z0[5; 6) = F(z)=09987

z0[6; 7) = F(2)= 09999

20[7; - )= F(z)=1,000
Osga dynkiuja nmpukasana je Ha Cruiu 5.6 (b).

Ha cinuan HaumH, mocMaTpaheMo mpuMep HENpEKUAHE ClydajHe
nmpoMesbuBe X ca 3aKOHOM BepoBaTHOha

1(3—X) 3a 0<X<2
f(x)=4 4 (5.25)

0 3a X<0,x=22

Odyukimja pacnoaene F(z) je oapehena na cienehu HauwH:

3a zD(—oo;O]:> F(z)=0
5a20(0;2) = F(2)= %E(s- X)dx= z(s-g)
3a z0[2;+ 0)= F(2)= %JZ'(?;- x)dx= 1

[Tpema Tome, pynknuja pacrnomene F(z), 3a caydajuy npomessuy X,
ca 3akoHOM BepoBarHoha (5.25),1ara je ¢pyHkuujoM

0 3042<0
Z Z
F(z)= —(3——} 3a O<z<2 (5.26)
4\ 2
1 3a2=2.

Oyukuuje (5.25)u (5.26)npukasane cy Ha cimnu 5.7. (a)u (b).
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5. JeOHooumen3uonanme cayiajre npomeHvuee

fx) AF(z)= [f(x)dx
3/4 1 -
(a) ¥ (b) ,
0 | 1 2 0 1 2
Cnuka 5.7.3axon eeposammnoha u ¢hynxyuja pacnooene ciyuajue
npoMeH.buse.

161



OcHnoge seposammuohe

5.2. AHAJIN3A CJOYYAJHUX TPOMEH/BUBUX

KapaxTepucurke jeqHe ciaydajHe NMpOMEHJbHBE X CajpikKaHEe Cy y
CHOj PacIoIeH aToj 3aKOHOM BepoBaTHOha MM (QYHKIIMjOM pacrojiene.
3ato ce, y ymoTpeOu CIy4ajHUX TPOMEHJBHBHX, MOpa paauTH ca
pacrosiesioM, a To OTeXaBa IPUMEHIJBUBOCT TEOpHje BepoBaTHOhe Oa3upaHoj
Ha CJIy4ajHUM NIPOMEHIHHBHM.

Ca npyre crpaHe, y TpakcH, Hajuemhe He 3HAMO pacHoaeNy
cllyyajHE TpPOMEHJbMBE. Y TaKBUM CJIydajeBUMa Cce€ IMOKa3alo Ja je
NO3HaBaWke OJpeheHuX HYMEPUUYKUX KApPaKTEpUCTHKA JOBOJBHO 32
pelaBame MpaKkTHYHUX MpodiieMa MpUMeHe TeopHje BepoBaTHoha. 3arto je
NoTpeOHO OAPEIUTH HyMEpUYKe KapaKTepUCTHKE MO yHampena onapeheHum
NpaBWIMMa, IIa YMECTO LEJOT 3aKoHa BepoBaTHOha, OAHOCHO (yHIKH]E
pacmiozienie ciryyajHe IpOMEHJbHBE, TocMaTpaTH oapeheru 6poj nmapamerapa,
Koju he, y 10BOJbHOj MEpH, OIMCUBATH ITOCMATPAaHy IPOMEHJbUBY.

Kao mro ce, mpe ynoTrpede Hekor rpal)eBUHCKOr MarepHjaja, MpBO
MOpajy YTBPIUTH HEroBe KapaKTEpUCTHUKE, U TO TAaKO IITO he ce M3BpIIMTH
Mepeme BPEJHOCTH MOCMAaTpaHUX KapaKTepUCTHKA, TaKO Ce My yrnoTpeOu
Cly4yajHUX  TNPOMEHJBMBHX TNpPBO  Mopajy  "m3meputu”  onpehene
KapakTepucTuke. [IperxonHo ce Mopa 00e30equTH mpoueaypa Uil HAuuH
Ha KOjU Ce BpILU ,Mepeme” KeJbeHUX KapaKTePUCTUKA.

OppehuBame MojeqMHUX KapaKTEPHCTUKA, OJHOCHO Iapamerapa
CllydajHe TMPOMEHJbHUBE X, BPIIN C€ TPEKO OUeKUBAHe 8PEOHOCHMU WU
Mamemamuukoz ouexkusaroa. 3aTo hemo ce, ykpaTko, yImo3HaTH Ca OBUM
nojMoM, a 3aTtuM hemo mpehm Ha onpehuBame MOjeAUHHMX IapaMeTapa
CIIy4ajHUX MPOMEHJbUBUX.
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

OuexknBaHa BpeIHOCT

VY aHanM3u CTAaTUCTUYKUX I[I0JIaTaka Ha I[10jaBaMa MAaCOBHOT
KapakTepa, CIYyKWIH CMO C€ pacronenoM (QpekBeHIMja U Moryhum
BpEIHOCTUMA TIOcMarpaHor obenexja. I[lpm TomMe cMo mocMmarpaiu
NOjeIMHE BPEIHOCTH, WIM HUXOBE (YHKIMje MOcMaTpaHOr oberexja, u
BUX CMO MHOXMWJIHM aIlCOJIYTHHM (peKBeHIWjama, 3aTUM caOupaiun u
JIeNTWIIN ca YKYITHUM OpojeM eleMeHaTa CTaTUCTUYKOr ckymna. Tako cMo, Ha
IpUMEp OJIPEIWIN APUTMETUUKY CPEAUHY

X=Y x[h (5.28)
i=1

pri ¢emu sup, relativne frekvencije p, =%).

[lomro ce pacrmomena CTaTHCTHYKOT CKylla MOXKE CMarpard
pacroziesioM ciaydajHe MpoMeHJbHBE X, OHJAa apUTMETHYKA CPEeIUHA MOXKE
MpeACTaB/baThH ,IPOCEUHY BPEAHOCT CIIy4ajHE NMpOMEHJbUBE, Ta he Ham
(5.28) mocnyxutn W 3a JAcPHUHHIN]Y OYEKHBAHE BPEIHOCTH CIIydajHE
IPOMCHJbHBE.

Hedbununmja 5.5.; Hexa je oama pacnoodena ciyuajue npomenvuse X

X X1 X2 X3

p(X) P1 P2 P3

Axo peo

PR

KOHBepeUupa, 1me208y CYMY HA3UBAMO OYEKUBAHOM 6peOHouihy, unu kpahe
ouexusarvem ciyuajre nomenmuse X u osnavasamo 2a ca E(X), na je
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E(X) :iX [P (5.29)

Hebununmja 5.6.. Hexa je f(X) saxon eeposamnoha cnyuajne npomenmsuse

X. Axo nocmoju unmezpan
j xF(X) dx

e2c08d B8PeOHOCM Ce HA3U8Ad OYeKUBAHOM epednowhy, unu Kpahe,
ouexusarem cayuajue npomenmsuse X u oznavasa ce ca E(X) , maxo oa je

E(X)= T xf (x)dx (5.30)

AKO ce, IpeKo cllydajHe MPOMEHIbMBE X, neuHUIIE HOBA CiIydajHa
npoMeHsbuBa Y PyHKITH]OM

Y =g(X)

Taja je ouekugana épedHocm npomensuge Y onpeheHa mpeko pacrojene
MPOMEHJbUBE X, Ka0 CyMa pefia

E[Q(X)]=ig(>§)pi (5.31)
OIHOCHO, Ka0 UHTCTpall
E[g()]= [ 909 f(x) dx (5.32)

OuekuBame CcllydajHe MPOMEHJbMBE X M OYeKHBame (yHKIH]ja
cllyyajHE TpPOMEHJbMBE X, je OCHOBHHM amapar y aHaJlu3W CIy4ajHHX
IPOMEHJbUBUX. Maja ce 1mojaM O4eKMBaHE BPEAHOCTH, Yy TIOYETKY, BE3a0 3a
XazapJiHe Urpe, BeroBa BeJMKa yrnorpeda je mpoIupuia 0Baj ojaM TOIHKO
Jla je MoCcTao cBaKoJHEBHU TepMuH. Cajla ce JOHOIICHE HajjeTHOCTaBHHI]UX
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

NOCJIOBHUX OJUTyKa HE MOXXE€ HM 3aMHCIUTH 0e3 ymorpeOe oueKHuBama
BE3aHUX 3a pe3ynraTe oapeheHux akmuja.

IIpumep. Tunuyan npobiiem 3aamuxa je npodiem onpehusama 6poja
jeAMHHUIIA HEeKOor apTHkia. Tpaxma 3a THM apTUKIOM C€ MOXXE CMaTpaTu
CllyyajHOM NpoMeHJbuBOM. [loTpaxkme cy Ham anTepHaTHBe 32 HAOaBKY, aJln
HaM HUCY TO3HATH TPOUIKOBH, OJHOCHO, 3apajie 3a MOjeANHE aaTepHaTHBE.
OuekuBaHU TPOIIKOBH, OJIHOCHO, OYEKHMBaHa 3apaja he HaM MOCITYyKUTH Kao
KPUTEPH]jyM 3a n300p HajOOJbE aJITepHATHBE.

[IpennocraBumo aa mpomaBHuua Tpeba na kynu 50, 60 umm 70
CE30HCKUX XaJbHMHA, a Ja je mweHa 3apaga 100 aunapa no xomany. Ha kpajy
CEe30HE HEemopojaTe XaJbMHE Ce MOTYy MpOJaTH M0 CHIDKEHO] LIeHU Koja he
JIOBECTH JI0 TyOHUTaKa oJ1 75 nuHapa 1o HenpojaToj XxajbuHu. Heka ce 3Ha 1a
je BepoBatHoha na ce nmpoxa 5S0xamuna, 0.30,a ga ce nmpoxaa 60,je 0.50,10k
je BepoBarHoha nponaje 70xapuna 0.20.Y Tabenu 5.1.nate cy ouekuBane
3apajie 3a oCMaTpaHe OJUTyKe.

U3 nocnenmwe Bpere Tabene 5.1,Bunu ce aa je Haj0oJba aTepHATHBA
HabaBuTn 60 xapuHa. Ko e je ouekuBana 3apaga 5475aunapa.

AnrtepHaTuBe
Tpax- -
Beposar Hab6asuru 50xasenna | HaGaButu 60xasuna | HaGasutu 70xamuna
Ba HOha
Venona || OuekuB- || YcmoBua || Ouekus- [ VcmoBHa [ Ouekus-
aHa aHa aHa
3apaja 3apaja 3apaja
3apaja 3apaja 3apaja

50 0,30 5000 1500 4250 1275 3500 105p
60 0,50 5000 2500 6000 3000 5250 262pb
70 0,20 5000 1000 6000 1200 7000 140p

VKynHa ouekrBaHa 3apana 5000 5475 5075

Tabena 5.1. Pauynare ouexusane 3apaoe

Axko cinydajHa BenmnurHa X ©Ma pacroieny
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X 10 20 30 40
p) | o1 [ 03] 05[] o1

Taja je ’eHO OUYCKUBAHE jeTHAKO
E(X)=10001+20003+30[05+40[0.1=26

a OYeKHBaHa BpeAHOCT (PyHKIHje
g(X)= 2X?*-900
jemHaka je
E[g(X)]=(2010° -900)10.% (212D -90@) 03
+(20B0° -900)J 0.5 (2140 -900) 0.8 5

3a ciryyajHy IPOMEHJBHBY X, KOJI KOj€ je 3aKOH BepoBaTHOha

ix za0<1<10
f(x)={°Y
0 zax<0,x>10

OueknBaHa BPEIHOCT CiIydajHE MpoMeHIjuBe X je jeHaKa
1 10
E(X)=— | xX*dx=20/3
09=55] o
OueknBaHa BpeIHOCT (PyHKIIH]je

g(x)= 2X*-4

je jenHaka MHTErpairy

10
E[2X2-4}:i [ (22 4xdx= 2§ *
50

Pagu nakmer onpehuBama oueknBaHe BPEAHOCTH, HaBentheMo Heke
BeHE 0ocoOuHe Koje he, yjenno, momohu u 60JbeM pazymMeBamy CaMor MojMa.
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Ocoobuna 1. Ouexusana 8pednocm KoHcmaume C jeOHaxa je moj
KoHcmanmu C.

Haume, ako ciyyajua BenmnunHa X MOXE Y3€TH C€aMO jeIHY
BPEIHOCT, OHJIA je BbeHa pacrojesna

X C
p) | 1
TaKo J1a je ’eHa OYCKUBaHa BPEIHOCT jeTHAKa
E(x)=cl=c (5.33)

Ocobuna 2: Ouexusarwe npouzeooa koncmanume C u gyukyuje g(X)
Jjeonaxo je npouzeody me koncmanme Cu ouexkusara gyukyuje 9(X), mj.

Elcry(x)] = cE[g(x)] (5.34)

3ancra, ako X uma 3akoH Bepoatnoha f(X), Tana je

E[cta(X)] = [ cg(X) f (x) dx=c[ g(X) f (x) dx=c[E[g(X)]

Ha cnuuan HaunH ce MOKe TPOBEPUTH OCOOMHA 2 U 3a CIIy4ajHy BEIIMUHHY
X IPEKUTHOT THIIA.

Ocobuna 3. Ouekusarve 30upa 08e (hynKyuje ciyyajhe npomeH.buse,
JeOHaxo je 30upy rmuxosux o4eKusarsd.

Hawuwme, axo cy g(X)u h(X) byukuuje, Taga je
E[g(X) +h(X)] = E[g(X)] + E[(X)] (5.35)

W3 oBux ocoOuna cienu cieneha

Ocoobuna 4. Ouexusara 1uneapre YyHKyuje ciyuajue npomeHsuse
JjeoHako je nuneapnoj YyHKYUju oueKusarba me npomMeH/buse.

Heka je Y mpomensbHBa ata ca
Y=aX+b
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Taja je ’eHa OYCKHMBaHA BPEIHOCT jeTHAKa
E(Y)=aE(X)+b (5.36)

Ocobuna 5. QOuexusarve 1uHeapHe KOMOUHayuje O08e CayuajHe
npoMeH/bUBe, JeOHAKO je TUHeaApPHO] KOMOUHAYUJU FoUXOBUX 0UEeKUBALA.

Hauwme, ako je
Z=a, X+a,Y
ocekivanjeZ bi¢e jednako
E(z) = a,E(X)+ a,E(Y) (5.37)

CnenujanHo, OYeKHMBame 30WMpa, WM pa3liUKe JBE CIIy4ajHE
MIPOMEHJBUBE jeTHAKO j€ 30hpy, OAHOCHO, PA3JIUIU IbUXOBUX OYCKHUBAhA, Tj.

E(X 2Y) = E(X) + E(Y) (5.38)

Ha npumep, 6enexxehn notpaxxmy 3a CBOjJUM MPOU3BOANMA, TTEKAP je
YTBPJMO J1a OHa BapHpa Ha cienehu HaunH

Totpaxma (komada) | 10000| 11000] 12000 13000 1400
Bpoj nana 18 90 120 60 12

Kopucrehu 3akon eenukux 6pojeéa MoOXeMO TMOCMaTpaTH
NOTpaXkmy X Kao CllydajHy IPOMEHJBUBY Ca pacropesioM

X 10000 11000 12000 13000 14009
P(X) 18/300 90/300 | 120/30(¢ 60/300 12/300

OueknBaHa MOTPAXKHHA jJeAHAKA &
E(X) = 11860

Heka cy tpomkoBu mpomsBoame 0.15 mun/kom a mpomajua texa 0.20
nuHapa. Hempopatu mpousBoau ce apyru gaH npojaajy mo 1enun 0.09
nuHapa. Onapenuhemo ouekuBaHy 3apany. Ako je Q mpou3BeieHa KOJUYNHA,
X norpaxma a Y 3apaja, noouhe ce
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Y =0.05 3a X 2Q
Y = 005- 006(Q — X) 3a X <Q
VY npBoM city4ajy je oueKrBaHa 3apaja
E(Y) = 005[Q (5.39)
a'y Apyrom ciy4ajy
E(Y) = 011E(X) — 006[Q =13046 - 006[Q (5.40)

Kopucrehu (5.39) u (5.40), Mmoke ce 3a CBaKy NpPOH3BEIACHY
KOJIMYMHY, OJPEIUTH OYCKHBAaHA 3apaja, a Ha OCHOBY Tora wu3alparu
Haj00Jba OJITyKa O KOJTUYMHU KOJy Tpeba MpOU30BOIUTH.

[TocmaTpajmo ciyyajHy MpoMeHJbUBY X ca 3aKOHOM BepoBaTHoha

2X z7a kx< 1
f,(X) =
0 zZax<s Ox= 1

U CITy4ajHy TPOMEHJBUBY Y ca 3aKOHOM BepoBaTHoha

e’ zay>0
f =
2(Y) {o Ay< 0

OuekuBaHa BpeIHOCT (DYHKITH]E
Z=3X+2Y

jenHaka je

l [ee]
E(Z) =3E(X)+2E(Y)= 3[ 2%dx + 2jxe‘de= 2% 2= ¢
0 0
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MomeHTH ciIy4yajHe IPOMEH/bUBE

Beoma BaxHy Kiacy oOd4ekuBama  (PyHKIHMja  CIy4ajHUX
NPOMEHJbUBUX, YHMHE T3B. Momenmu. [IpakTHYHO, CKOpO Ieja aHajau3a

CIly4yajHUX MPOMEHJBMBHX Oa3upaHa jeé Ha MOMEHTMMa U (yHKIMjaMa
MOMeEHara.

Paznukyjy ce 1Be BpcTe MOMEHATa: 0OUYHU U YeHMATHU MOMEHMU.

debunnnmja 5.7.. Obuunu momenam K-moe peoa cayuajue npomenmsuse X
Jje mamemamuuxo ouexusaroe K-moe cmenena me npomenmsuge.

O6unune MomeHTe pena K o3naunhemo ca m,, Tako aa je

m =E(X") 3ak=0,1, 2, . (5.41)
Axo je X mpekuHa ciay4yajHa MPOMEHJbMBA, OOMYHM MOMEHAT pefa
K, jennax je 30upy
WEDIY (5.42)
i=1

a aKo je X HeMpeKUAHOT THIA , OOMYHN MOMEHAT je jeJHaK UHTETpay
m, = I X f (x) dx (5.43)

OOuyaH MOMEHAT HYJITOT peJia jeIHaK je jJeJUHUIIH, jep je
m, = E(X°) =E() =1

OOuuHu MOMeEHAT NpPBOT Pela je, YCTBapHU, OYeKUBAHA 6pPEOHOCM
i kpahe, ouexusarve ciydajue Bennunnae X. O3nayaBahemo ra ca

m=E(X) (5.44)

debunnnmja 5.8.: [Jenmpannu momenam K-t0g peoa cuyuajue npomenvuse
X, je ouexusama epeonocm K-moe cmenenma paziuxe X u ouexkusaue
epedHocmu M.
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

LlenTpamau MomeHat pena K o3nagaBahemo ca [/ , Tako 11a je
U =E(X-m* zak=0,1 2, .. (5.45)

3a ciydajHy MPOMEHJBHBY MPEKUTHOT THIIA, IICHTPATHH MOMEHTH CYy
jemHaKku 30upoBUMa

He = Z(X - m)k P (5.46)

i=1

a 3a HENpEeKUJHY CIy4ajHy IPOMEHJbUBY, IICHTPATTHU MOMEHTHU CY jeHaKU
UHTErpaIuMa

f= 1 (x-m)* fx) dx (5.47)

—00
W nenTpamH MOMEHAT HYJITOT pelia je jeHaK jeliaH, jep je
U, =E(X-mP°=E@D)=1

a UEHMPAIHU MOMeHam npeoz peoa jeouax je wyau. Haume, uz ocobuna
OUEKHBama, CICIHU A je

M =E(X-m)=E(X)-m=m-m=0

Lentpanmnu wMomeHTH ce Jakme onpelyjy npeko oOHMYHUX
MomeHata. Ako K-ti cremen pazimke (X —mM), u3pasumMo MpeKo OHHOMHOT

oOpa3sia goouhemo
k < k-i [k K-i \/ i
— - -l |
(X =m)* = (=1) () m'X
i=0
mna je, 300r ocoOnHa 0YeKHUBaHE BPEIHOCTH

EOC-m) = (1) (1) mE(x')

i=0

OJHOCHO
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k i .
4= (-0 (*) mm  sak=0,1,2, .. (5.48)
i=0
CrnernujamHo
Hy =1, - m?
Hs = My -3mm-+ 2m’ (5.49)

— 2 4
M, =m, -4dmm+6mm° — 3

Oo6puyro, kopuctehu Bese (5.48), MOkeMO W3 IICHTPATHUX
MOMEHATa OJIPEJMTH OOMYHE MOMEHTE. 3aTO Ce, MPAKTHYHO, U3 PaCIojIeie
CIyJyajHE TPOMEHJbMBE X, OJpeau jeaHa Kjaca MOMEHaTa, a 3aTUM Ce U3
uspasa (5.48),0npehyje apyra knaca.

Ha npumep, Heka ciydajHa TmNpoMeHbUBa X HWMa  T3B.
Xunepeeomempujcky pacnooeny

X Ol 1]|2|..[Kk

PX) || Po | PL | P2 | - | Px
npu uemy je 3a cako i=0,1,2,3....,k.

m n
IRENANE

b= W (5.50)

k

OnpennheMo meHa IpBa Ba OOMYHA U IICHTPaJIHA MOMEHTA.

360r ocobune 3akoHa BepoBatHoha, u3 (5.50)106wuja ce

Z (M) = (Tn

[IpBu 0Ouvyan MmomMeHar je
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

IO
E(X) =5 °(m+n =y 2 M) =

i=1

S ml )_ ( m-1+ny — mk
(m+n k-1 m+n

j=0

ChaugHUM orepaijama MoXKe ¢€ OJPEIUTH U JPYTH MOMEHAT, C THM
ITO y 30UpYy

k i
2.i%p
i=0
3aMemYyjeMo
Z=i(i-1)+i
a 30mup pacraBipbamo Ha niBa 30upa. Tako he ce mobutu

m(m-1) k(k -1)
(m+n)(m+n-1) m+n

m, = E(X?)=

[IpBU 1IEHTpaTHM MOMEHAT j€ JeIHAaK HYJIH, a IPYTH IICHTPAIHU MOMEHAT je

mnk (m+n-Kk)

,uZ:mz—[E ] - m+n (m+n—1)

Ha cnuyan naumn Oum onpeaunu Tpehu W 4YeTBpPTH OOWYHHM H
[ICHTPaJTH! MOMEHAT.

ITocmMaTpajMo mpuMep HENpPEeKHIHE CllyyajHe IMPOMEHJbUBE ca
3aKOHOM BepoBaTHOha

f(0) = {2(1 X) 3a Kx< ]

3a EX<

OOuuHM MoMeHaT K-Tor pena, jeHak je
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1
2
=E(X*) =2 | X1~ x)x= ————F
M. =E(X7) { A= X = DK+ 2)
Crerijanzo
m=2:1 po2.1
2[3 3 IU 6
_2_ 1 2.1
™ 456 10 ' Hlb6 1°f
TaKo J1a je
M=
11
M= —-—

6 9
3
= doslib oY)
10 6 3 3
2 4
P RE NS WRETE | DG
10 10 3

DyHKIHUja reHepaTpuca

dDyukuuja  zenepampuca omoryhaBa jakme — oapehuBame
MoOMeHama, a WCTO TaKO CIYXHU 3a JIOKa3uBame oJApeheHuX Teopema
MaTeMaThyke craTucTuke. DyHKIMja reHepaTpuca ce JIe(UHHINE TPEKO
IS

Y =¢¥

HNedunnnnja 5.9: 3a ceaxo peanno t, ouexusana epeonocm gynxyuje €
Ha3uea ce PyHKYUja cenepampuca ciyyajue npomensuge X.

Oyukujy reHeparpucy osnauaBamo ca  Q(t). Jedunmcana je
M3pa3oM
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

g(t) =E| & ] (5.51)

Axo je X mpekuaHOT THMa, PyHKIM]ja TeHepaTpuca je 30up
g(t) = Z”l:em P (5.52)
i
a aKo je HeMPEeKHUIHOT TUMa, PyHKIMja reHepaTpyuca je HHTerpal
9= [ &1 () 559

Oyukiuja reaepapuca g(t) ce Moke OapeaUTH U MPEKO MOMEHATAa.
Haume, axo ce ¢pynkuuja € passuja y pes, 1o6uhemo

) ) ti
etX — Z XI —
i=0 I
TaKo J1a je
EEe)=Y F—IE(X‘)
i=o |-
OJTHOCHO

00 ti
git)=> m (5.54)
i=0 .

O6pHuyTO, ako oapeaumo k-tu uzBox dpyukiwuje (5.54)mo0 mapamerpy
t, u crasumo t = 0, goouhemo

d“g(t)
otk =m (5.55)

t=0
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OcHnoge seposammuohe

mITo 3HauM jaa je K-tu uze00 gynkyuje cenepampuce, y mauxu t =0 jeonax
obuunom momenmy peoa K. OnppehuBame MoMmMeHaTa Npeko (yHKIH]jE
TeHepaTpuce je BeoMa jeTHOCTaBHO.

IlIpoonem uneepsuje. Bunenu cMoO J1a ce Ha OCHOBY PacIiojieie MOry
OJIpEIUTH MOMEHTHU My, Mp, Mg,... . Y NpuUMeHama, 4eCTO, UMaMO BEIHKHU
Opoj mojaraka JOOMJEHHX MEPEHEM CIydajHe MPOMEHJbHMBE X, alu He
3HaMO Ta4yHO HEeHY pacnozeny. Ha ocHOBy moparaka MOXeMO MPUOINUKHO
»OIIEHUTH MOMEHTE, Ta C€ I0CTaB/ha IMHUTAKHE Ja JU CE Ha OCHOBY
MOMEHATa MOX€E OJAPEAWTH PAcIojesia U Ja JIh je To Moryhe yYuHUTH Ha
jeIHO3HAaYaH HAaYuH?

3a cBe pacmojelie Koje Ce KOpPUCTE Yy TIPaKCH, OATOBOp Ha
MIOCTaBJ/bCHO MHTALE je Mmo3utuBaH. (Pacnoodene oopelhene Pearson-oeum
CUCMEMOM KPUBUX).

Iz (5.54)cnenu na ce ¢ynkuuja reneparpuca g(t) mMoxke ompeauTH
Ha OCHOBY MOMeHara, a 3a Gpyukuujy ¢(t) Baxu ciencha reopema.

Teopema 5.1. 3akon BepoBaTHoha, omHOCHO (yHKIHja pacmojesne
cly4yajHe TpoMeHJbHMBEe X, JeaHo3HayHO je oxapehena Qynkmujom
reHepaTprcoM (ako Ta GyHKIIHja IIOCTOj ).

Ipumep. CnydyajHa mpoMeHIbMBA X UMa PACTIOEITY

X 0 1 2 n

p(X) Po P1 P2 Pn

npu uemy je,3acako k =0, 1, 2,... ,n
— k ~n-k —
p=()pP g™ p+gq=1

Hbena dynkiuja reneparpuca he ourn

90 =Y ¢ () p* a™ =3 () (pe ) ot = @@+ pe'y
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

Tj.
g(t)=(a+ pe)"
IIpumep. Heka X nma 3akoH BepoBaTtHOha

_ e za (Kx<o
f(x)=
0 zax< 0

dbyHKIIM]ja reHepaTpuca he outu

T 1
t) = | e¥e¥dx=—
g(t) j =

I[TapaMeTpu ciy4yajHUX MPOMeH/bUBHX

Kako cMo ucnuTHBamM CTaTUCTHYKA oOesekja MpeKo mapamerapa
KOje CMO padyHaau 1o onpeheHnM mnpaBuinMa, Tako hemo W ciydajHe
POMEHJbHMBE MCIUTHUBATH TPEKO IMapameTapa IOOMjEeHHX U3 HHXOBHX
pacnionena. buhe To rpyme mapamerapa koje he u3paxkaBatu oapehene
ocoOmHE pacmojena, a To cy: Mepe IeHTpanHe TeHAeHUUje; Mepe
Bapujabunutera;, Mepe acumerpuje u Mepe CriybOILITEHOCTH.

Mepe HeHTpaJHe TeHACHIHje

[pBy rpymy napamerapa ciy4ajHHX IPOMEHJBHBUX YMHE MapaMeTpu
KOjU TIOKa3yjy uyeumpainy meHOeHyujy pacnooeie. To cy. cpenuHe
(ouekrBaHa, XapMOHH]CKa U TEOMETPHUjCKa CPEIHMHA), MOAYC U MEIujaHa.
CBu 0BHU mapameTpu cy AeUHUCAHU 3a CTaTUCTHYKa obenexja. OBue hemo
caMmo YOIIIITUTH JlaTe JeQUHULIT]e.

Ouekueana epedonocm, vnu xpahe cpeduna, je oueKuBaHa BPEIHOCT
cilyyajHe BenuuuHe X, Tj.

m= E(X) (5.56)
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OcHnoge seposammuohe

Xapmonujcka cpeduna je natra TPEKO OUYCKHBAFma PELHUNPOYHE
BPEIHOCTH CITy4dajHe MPOMEHJBHBE, U3Pa30M

1 1
= E —
¥ (Xj (5.57)

T'eomempujcka cpedouna je nepuHUCaHA TIPEKO OYCKHUBAHE
BPEIHOCTH JIOTApUTMA CITydajHEe IPEMEHIBUBE X, TaKO J1a je

logG =E(logX) (5.58)
Mooyc cnyuajue nmpoMmeHsbuBe X je oHa BpeaHocT M, 3a kojy
pacmoziena, OJHOCHO 3aKOH BepoBaTHoha nma HajBehy BpeqHOCT.

Meoujana cnydajue npomeHsbrBe X je OHa BPeIHOCT (O3HAYMMO je
ca M,) 3a xojy je

P{X<M}=P{X>M}

Beposarnoha ga he X 6utu mame oa Menujane, jenHaka je 0.5,a tonmka je
u BepoBaTHoha na he X 6utu Behe ox meaujaHe.

3a cimyyajHy MPOMEHJbUBY HEMPEKUIHOT THUIIA, MEIHjaHa j& PeIICHhe
jelHauYMHE AaTe HHTErPATIOM
Me
j f(x)dx=0.5
Axo je mosnHara ¢QyHknuja pacnogene F(Z), onma je MemujaHa OHa
BpenHoCT 3a kojy je F(M,)=0.5.

To je, y crBapwm, amcmmca mnpecedne tauke mpase F(z) =05 u
byukuje paciogene F(z) (Buau ciauky 5.8).
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

‘F(z

0,5

—/ Z

Me

\/

Cruxa 5.8. Meoujana u ¢pynxyuja pacnooene.

Mepe BapujadouauTera

Hpyra rpyna mapameTapa ciy4ajHUX MPOMEHJBHBHUX CY MapaMeTpu
KOjU TIOKa3zyjy Bapujabunuter. To cy crnenehm mnapameTpu:. cpeama
JieBUjaIlja, BaprjaHca, CTaHIapHa JeBHjallija U KoeQHUIMjeHT Bapyjalnje.

Cpeomwa Oesujayuja je 04eKMBaHa BPEIHOCT aliCOJyTHE BPEIHOCTH
pasnuke X ¥ BerOBOT OYCKHBaMHA, Tj.

e, =E(X-m| (5.65)

Axo je X IpeKuaHOT THUIA, Cpeamba AeBHjalija je jeAHaKa 30upy

€n :ZM 'm| P,
i=1

a aKo je HEMPEKUIHOT THIIA, CPEFha ICBHjalrja je jelHaKa HHTeTpaty
(o]
e = I |x-m f(x) dx

Bapujanca cnyuajue npomensuge X je opyeu yenmpaiHu MOMeHam
npomensmuge X.
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OsHauaBaMmo je ca 0°. Y cTBapH, BapujaHca je AehMHECAHA H3Pa30M
2 _ — 2 _ 2
o=, =E(X-m)“=m,-m (5.66)
Lako je proveriti da varijansa ima slédeosobine:

Ocobuna 1. BapujaHca ciiydajHe NMPOMEHJbUBE X j€ jeHaKa HyJIH
OHJIa ¥ caMo OHJa Kazaa je X = const .

Osobina 2: Ako je slitajna promenljivaY linearna funkcija
Y=aX+b
Taja je Bapujanca Y jeHaka NpoU3BOAY a° U Bapujance X, Tj.
g’(Y) =a’cg?(X)

Ocobuna 3. Owuexusana epeonocm keadpama pasziuke X U
KoHcmaume C, umahe MUHUMYM ako je ma KoHcmawma C=M, a ma
MUHUMATHA 8PEOHOCT je JeOHaKa 8apujancu ciyyajHe npomenmsuse X, mj.

min E(X -cY =E(X -m)*=0?

Cmanoapouna Oesujayuja ciuyuajre npomenmuse X je NOZUMUBHA
8peoOHOCm KOpeHa eapujance, mj.

o=+J0’

Koeduyujenm  eapujayuje  ciyuajue  npomenmuse X - je
NPOYEHMYATHO UBPANCEHU KOIUYHUK CMAHOapOHe Odesujayuje u cpeouHe
cayuaja npomeruse X, mj.

(0)
V =—[100/
m
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5. JeOnooumensuonanme ciyuajue npomeH,buse

KoedunujenTn acuMeTpuje U Cn/bOIITEHOCTH

Kao mepa acumempuje pacnooene, najuewhe ce kopucmu m3sa. npeu
Pearson-os koeguyujenm oam xonuunuxom

_H
181_??;;

rae je M, Tpehu LeHTpalHu MOMeHaT cilydajHe npomeHJbuBe X. Ako je
pacroyienia CMMETpUYHa, [3, ¥Ma BpeJHOCT Hyia. YcBojuhemo je oOpHYTO,
axo je 3, =0 pehn hemo na X Ma cUMETpHYHY pacroeny.

Jlpyeu Pearson-oe koeguyujenm je KOTUIHUK

_H
p=t

rie je M,, UETBPTH ILEHTpalHH MomeHar. IlpenacraBisa mepy
cnwowmmenocmu. Kon pacnionene ca , Hopmansnom crupomrenomhy”, 3, je
jennako 3.Y nportuBHOM, [3, je, wiau Behe mm Mame ox 3.

YeoOunieB/LeBa TEOPEMA

Yecro ce y mpakcu, onpelyje nmpubamkHa BpeIHOCT BepoBaTHOhe Ja
he ce cmywajua BenmumHa X Hahu y HEKOj OKOJMHH CBOI' OYCKHBAmhA.
YebuierspeBa TeopemMa omoryhasa z1a ce oapeau Ta BepoBatHoha.

Teopema 5.2. Kon cBake ciy4yajHe NpoMeHJbMBE X, KOja UMa
KOHAYHy BAapHjaHCy O, 3a CBAaKO MPOHM3BOJGHO € HCIHyHeHA je cieneha
HejeTHAYMHA.

P{|X—n’12£}sg—§ (5.67)
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Jloxa3z. Heka je X HempekuIHOT THIA Ca 3aKOHOM BepoBaTHOhe
f (X) . Tana je, 300r orpanuyemna GyHKIHjC

IX-mze

OJIHOCHO,
(X -m)® = g?
j (x-m)? f (x) dx = j (x-m)2 f (x) dx (5.68)
—o0 (x-m)?2£?
na je

T(x-m)zf(x) dxze® [ f(x)dx

-0 (x-m)%z¢?

Wurerpan Ha neBoj ctpanu (5.68)je Bapujanca ciryyajHe npoMeHIbuBe X, a
Ha JIECHOj CTpaHH, MHTETpaj MpeacTaBiba BepoBaTHohy naty y (5.67).3ato
u3 (5.68)crnenu (5.67).

N3 YebumeBibeBe Teopeme nobuja ce cieneha HejeIHAKOCT 3a
BepoBaTHOhy na he ce X Hahu y unreppany

(m-ao; m+ao]
MIpH YeMy je O TIPOU3BOJHLHO Oj1abpanu O0poj,

P{m—cra<Xsm+cm}2l-i2 (5.69)
a

CrnernujamHo

P{m-20 <X <m+20} 2 0.7¢
P{m-30 <X <m+ 30} 2 0.888¢

110 MPEJ/ICTaBJba T3B. , MPaBMJIO ABe (0qHOCHO 3) curme”.

182



5. JeOHooumensuonanme ciyuajre npomeHvuee

5.3. 3AJIAIIA

1. Cayuajna npomenJpuBa X ©Ma 3aKOH BepoBaTHOha
1
(%)= (x+2)

0 3a X< (

3a X>0

Hexka cy natu cnenehu norahaju:
Al :('°°<X <O)
A,=(0sX <)
A,=(0sX<1)
A,=(-6<X<0)

Hahu BepoBatHohe cnenehux ciyuajuux gorahaja:
a) z‘l; dATOA; DA;O0A)ALTA));
b) ADA; §ADA; hA;
OAUA fHAOA; i)A DA,
2. 3a cnydajHy IpOMEHJBMBY X UHjH 3aKOH BepoBaTHONA je

F(x) = € 3a x>0
0 3a X< 0

onpenutn  ¢GyHkuMjy pacnogene. Hampraj f(X) u  ¢yskuumjy
pacrozierne, a 3aTUM OJPEIH BepoBaTHONY ciydajHux gorahaja maTux
y 3a7atky 1.

3. AyTtomarcku CTpYr ucema KpyKHY JIMMEHY Iuiodmiy. Jlujamerap
UCeUCHE IUIOYMIIE je CllyyajHa TPOMEHJbHMBAa Ca 3aKOHOM
BepoBaTHOha
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184

() = c(x-0.24Y (x -0.26§ 3¢ 0.24 x< 0.26
0 3a X< A% x> 0.26

a) OapeauTH KOHCTAHTY C.

0) Ilnoumme ce mopajy mopahuBath ako je HHUXOB JAHMjaMeTap
onctynuo of nporucane BpegHoctu 0.253a sumre ox 0.008.
Kosmku ce Moke OYeKMBATH MPOICHAT TUIOYHIIA 33 A0PaTy?

bama ce HoBumh cBe mok He mamHe mucMo. Oxapenanm pacmoneny
ClTy4yajHe TPOMEHJBMBE Koja MpeJcTaBiba Opoj Oarama HoBuMha.

Urpau 4 uma 2 nunapa, a urpad B 1 nunap. Jeman on urpaua 6ama
HOBuMh, a Apyru noraha crpany HoBunha koja he mactu y Oaramy.
YKoInMKO moroau, 7o0uja JuHap o]l APYror urpada. Y MpOTHBHOM,
maha nuaap. Urpa ce 3aBpimaBa kaja jean oA urpada goouje cea 3
muHapa. Oppenu  pacmofeny — CliydyajHE  MPOMEHJBHBE — KoOja
npejcTaBsba Opoj Oarama HoOBYMhA 710 3aBPIIETKA UTPE.

Mamwmnaa mnpousBoau ekcepe ca 1% nedexkTHHX Yy  YKYITHO]
npou3BoakHU. Kako mariiena pacmnonena Opoja HEUCIPAaBHUX eKcepa
y y30pKy ox 60 komana.

[IpaBunHa komka ce Oama cBe JOK ce He mojaBu 6. Onpenu
BepoBaTHOhy na he ce korka Garatu BHIle OJ] TIET MyTa.

3akoH BepoBaTHOha ciryyajHe MpoMeHIbUBE X je QyHKIH]a

(04 3a 0<x<1
f(x)=
0 3a X< 0x=

3

a) OapeauTH KOHCTAHTY C.

0) Onpemu oy BpeaHoct X 3a kojy he BepoBarHoha ma
ciydajHa mpomeHsbrBa X Oyne Beha on mwe, OUTH jeaHaka
BepoBaTHOhHM n1a he X OUTH Mame 0/1 T€ BPEHOCTH.

B) Onpenu 6poj A tako na ca BepoBatHohom 0.05TBpaumo na
he cirydajaa mpoMeHspuBa O6uTH Beha o1 4.



5. JeOHooumensuonanme ciyuajre npomeHvuee

9. Cnyuyajua npomenspuBa X uma 13B. Gama pacnodeny naty 3aKOHOM
BepoBaTHOha

AP a
—— xPe™  3ax=(Q

V5

0 3a X<

f(x) =

Ucnuraj pynknujy f(X) u nposepu na je To 3aucra (yHKIHMja Koja
IpelICTaBJba 3aKOH BepoBaTHOhA.

10.Ha ocHoBy Mojena u3 3agartka op. 9.
a) 3a [3 =640, A =20, npoBepu 1a je
P(X=30)=0.057
0) Axo je A =20, a BepoBarHoha
P(X<30)=0.01
KOJIUKO Tpeba 1a je 3 ?

11.Onpenu mapameTrpe pacmojieie ciydajHe BelIudrnHe X ca 3aKOHOM
BepoBaTHOha

_Ix-a

f(x)=ce » ,b>0

12. AticonyTHa BpeIHOCT Op3WHE KpeTama MOJEKyla je CclydajHa
npoMeHJbHBa ca T3B. Maksvel-oBom pacmozenoM gatom QyHKIHjOM

x
2

f(x) = & 3ax>0

4X2 e_
N
Hahwu cpenmwy Op3uHy MoJieKysa U leHY BapHUjaHCy.

13. Cniyuajna npomeHspHMBa X MOXe Y3€TU caMo JBe BpenHocTt: 1 u 2.
bena ouekuBana BpeaHocT je 3/2. OnpenuTH 3aK0H BepoBaHoThe 3a
X.
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Ocnose geposamnohe

14.TlpaBunan HoBumh ce Oama 10 myra. Onpenu ouekuBame Opoja
10jaBJbUBama ,MMcMa”, QYHKIMj]y TeHepaTpucy 3a Taj 0poj, a 3aTuM
OJIpeIu IapaMeTpe pacmojesnie u3 GpyHKImje reHepaTpuce.

15.Axo je ¢yHkuMja reHeparpuca aepUHUCAHA TPEKO OYECKHBAHE
BpeAHOCTH (PYyHKITH]ES

Y = et (X-m)

mwita he outu K-tu u3Box Te pynkmje y tauku t=07?

16.1IpoBepn na ciayuajua BenmmumHa X, Koja mMa T3B. Cauchy-jeBy
pacnodeny naty 3aKOHOM BepoBaTHOha
1 1

f(x)==
() 1+ X

HEMa OYEKUBaHY BPEIAHOCT.

17.Jla mm, 3a Cauchy-jeBy pacnogeny, moctoju (yHKIH]a

reseparpuca?
18.Oxapenn ¢yHKIM]y TEHEpaTpucy 3a pacmojeny JaTy 3aKOHOM
BepoBaTHOha
X 3a &Xx< 1
f(X)=9-x+2 3a KXx< 2
0 3a X< 0x=

19.Cnyuajua BenmumHa X uMa T3B. Jlo2-HOpmanny pacnodeny NnatTy
3aKOHOM BepoBaTHOha

(In x-a')2

1 2
e 20 3a X> 0

1) =\ xoJorr

0 3a X<

Hahu ouexuBaHy BpeJHOCT U BapHjaHCy OBE CIIy4ajHE POMEHIbUBE.

20. Axo X uma 13B. Hopmanuy pacnodesny naty 3akoHOM BepoBaTHohe
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5. JeOHooumensuonanme ciyuajre npomeHvuee

1 _( X-m)2
f(x) = e 20°
o~ 2

onpenu mweHy (QYHKIH]Y TEHEepaTpucCy, a 3aTUM, U3 e, OJIpeau
napaMmerpe CiydajHe MPOMEHJbUBE X.

21.0papenu mapaMeTpe pacmojelie ciaydajHe BeaudrHe X ca 3aKOHOM
BepoBaTHoha

[x-3)

f(x)=ce b ,b>0

22. AnconyTHa BpeOHOCT Op3uHE KpeTama MOJeKylda je clydajHa
npoMeHJbHBa ca T3B. Maksvel-oBom pacnoaesniom gatom QyHKITHjoM

x
2

f(x) = & 3ax>0

4X2 e_
N
Hahwu cpenmwy Op3uHy MoJieKysa U lbeHY BapHjaHCy.

23.Cny4ajHa mpoMeHJbHBa X MOXE y3€TH caMO JIB€ BpeaHocTu: 1 u 2.
bena ouekuBana BpeaHocT je 3/2. OnpenuTH 3aK0H BepoBaHoThe 3a
X.

24.1lpaBunan HoBumh ce Oama 10 myra. Onmpeam odekuBame Opoja
10jaBJbUBama ,MMCcMa”, QYHKIMjy TeHepaTpucCy 3a Taj Opoj, a 3aTuM
OJIpeZIu IapaMeTpe pacmojesnie u3 GpyHKIMje reHepaTpuce.

25.Axo je ¢yHKOMja reHeparpuca Ae(UHUCAHA MPEKO OYCKUBAHE
BpeAHOCTH (PYyHKITH]ES

Y = et (X-m)
mrra he Outu K-t u3Box e pynkimje y rauku t=07?

26.1IpoBepu na ciyuyajHa BemuuuHa X, kKoja uma 13B. Caychy-jesy
pacnodeny naty 3aKOHOM BepoBaTHOha

1
f(x) = ?[ > ,HEMa OUYEKUBaHY BPEIHOCT.

1+ x

27.1a nu, 3a Caychy-jeBy pacnoaeny, mocroju GyHKIHMja reHepaTprca?
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Ocnose geposamnohe

28.0ppenu ¢yHKUMJy TEHEpAaTpHCy 3a pacHojely JaTy 3aKOHOM

BepoBaTHOha
X 3a &Xx< 1
f(X)=4-x+2 3a KX< 2
0 3a X< 0x=2

29.Cnyyajua BenuuuHa X uma T13B. Jloz-nopmanuy pacnodeny nary
3aKOHOM BepoBaTHOha

1 (In x-a'}2
= e 27 3a X> 0
F() = XON 27T
0 3a X<

Hahu ouekuBaHy BpeTHOCT M BapHjaHCy OBE CITy4ajHE MPOMEHJbHBE.
30. Ako X uma 13B. Hopmanny pacnooeny naty 3aKOHOM BepoBaTHOhe

_(x-m)2

e 20'2
o\ 2

olpenu meHy (YHKIH])y TeHepaTpHucy, a 3aTHM, U3 e, OApenu
napameTpe CiaydajHe MpOMEHIbUBE X.

f(x) =
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

6. BUIIEANMEH3UOHAJIHE
CJIYYAJHE NPOMEHJ/bUBE

OCHOBY CTaTUCTHYKE aHAJIM3€ YMHU OHaj 7eo Teopuje BepoBaTHOhe
KOjU pa3Mmarpa BHUILEAMMEH3MOHAJHE CllydajHe NMpoMeHJbUBe. 3aTo hemo,
YKpaTKO, y OBOj I'JIaBU U3JIOKUTH HaJOCHOBHH]jE IOjMOBE KOju he ce kacHuje
KopucTtuTu. Pagu nakmer pazymeBama nocmarpahemo npBo, 1BOAUMEH3UO-
HaJlHE CIy4ajHE TPOMEHJbUBE M KOPUCTUTU CE€ T'C€OMETPHJCKUM HHTEp-
nperanpjaMa M objalmimermuMa  HEKuX pesyarara. Tako mnpuxBaheHn
OCHOBHU TOJMOBH 3a JBE AUMEH3Hje, omoryhuhe fma ce mocrta Jako cxBare
YOTILTEHa U Ha BULIETUMEH3MOHAIHE CITy4ajeBe.

6.1. PACIIOAEJIE BUIIEIUMEH3NOHAJIHUX
CIOYYAJHUX ITPOMEH/bUBHUX

ITocmaTpajMo HEKM CTaTUCTUYKHM cKyl. Ha mpumep, ckym qpxaBa y
EBpornu, ckym mnpenyzeha y Cp6uju, m cin. Kox cBakor enemeHTta
CTaTUCTHUKOT CKyma rnocmarpahemo nBa obenexja. O3naunhemo ux ca X u
Y.

Ha npumep, ko npenyseha, mocmatpahemo cieneha obenexje:
* X -0poj 3anocneHux;
* Y -o0oCTBapeHH J10XOJIaK.

CianyHo MOXXEMO ypaauTu U 3a 3eMsbe EBpone um mocmarpaTtu
obenexja:

e X —u3B03,

* Y -—yBO3.
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OcHnose seposammuohe

Kox cBakor enemeHTa mocMaTpaHor CTaTUCTHUYKOT CKyma, o0Oenexja
Xu Y he yzeru onpehene Bpennoctu. Tako he ce, 3a CTAaTUCTHYKU CKYH OJT
H enemenara, 1o6utu ckym naposa BpeaHoctu obenexja X u Y. Pehu hemo
Jla Taj CKyH BpeJHOCTH oapelyje pacmnoaeny ABOAMMEH3UOHATHOT 00enex)ja
(X,Y) Ha mocmMaTpaHOM CKyIIy.

Jla Ou mOTHyHHje OApennIM pacmojaeiny oBor obenexja (X,Y), npro
hemo npernocraButu 1a cy obenexja X u Y NIpEeKUAHOT TUIIA.

Heka je
{Xl’ X2,...,Xn}
CKyIl MOryhux BpesHOCTH X, IPU YeMy je
Xi < Xi+1

3a cBako |0 {ZL 2,3...n -i. ITopen Tora, Heka je cKym Moryhux
Pa3IMUUTUX BPEAHOCTH 00enexja Y CKyI

{VirYor Y
pU 4eMy je
Yi <VYja
3a CBAKo | D{1,2,3,...,m -]}.

Osnaunhemo ca f; 0Opoj enemMeHara CTaTUCTHYKOL CKyNa KO/ KOjUX
obenexje X mMa BpeOHOCT X;, a obenexje Y Bpeanoct Y;. Can ce cBe

BPEIHOCTH TocMaTpaHor odenexja (X,Y) Mory mpukasaTv y BUAY cienche
JIIBOIMMEH3HOHAIHE Ta0ee:
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

Y
X Y1 Y2 Y
X1 fll le e flm
X2 fo1 f2o fom
Xn fnl fn2 v fnm

Tabena 6.1. Pacnooena obenesxncja (X,Y)

TaGema 6.1. mpencrtaBiba pacmojeny ancoidyTHUX (PEKBEHIIH]a
JIBOIUMEH3HOHAHOT obOenexkja (XY) Ha mocMaTpaHOM CTaTHCTHYKOM
ckyny. bpojeBu yHnytap Tabene mpenactaBibajy (ppeKBEHIIM]E W HUXOB 30Up
je jemHak Opojy enemMeHaTa CTaTUCTHYKOT CKyTa. 3aTo je

m

. qu:'\'

n
i=1 j=1

Kan ce amcomyrne ¢peksennuje, y Tabemu 6.1, momeme ca N,
nobuhemo Tabeny pacmoena peaatuBHUX ppekBenIrja odenexja (X,Y):

Y
X Y1 Y2 Ym
X1 P11 P12 Pim
X2 P21 P22 Pom
Xn Pn1 Pn2 Phm

Tabena 6.2. Pacnooena obenesxncja (X,Y)

IIpu Tome cMO 03HauUIM ca
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OcHnose seposammuohe

sa ceako | 0{123,....n} n j0{1,23....m}.

JacHo je nma penatuBHe (pexBeHumje y Tabenu 6.2, 3am0BosbaBajy
cneneha aBa yciona:

p, 20 (6.1)

i p; =1 (6.2)

i=1 j=1
3a CBAKO | D{1,2,3,...,n} uj D{l,Z,&...,m},

Pehu  hemo oa je Taberom  6.2. oama  pacnoodena
0sooumensuonannoz obenedxcja (X,Y), Ha nocmampanom cmamucmudkom

CKYNY.

3akoH BepoBaTHOhA JBOAMMEH3MOHAJTHUX CIYYajHHUX
NPOMEeH/bUBHX

Can hemo mocmatparu cieaehu excriepuMEHT. W3 CTaTUCTUYKOT
CKymna OupaMo Ha cllydajaH HayWH jeflaH eJIeMEHAT U YTBphyjeMo KOJ mera
BpeaHoctn obenexja X u Y. Heka cBaku eneMeHaT cCKyna MMa IMOojeaHaKy
BepoBaTHOhy na Oyme wu3abpan. O3Haumhemo ca X BpEIHOCT MPBOT
nmocMaTpaHor obenexja Koj u3adpaHor eJeMeHTa, a ca Y BPEIHOCT APYror

obenexja. Tama, cBaku map 6pojeBa (Xi % )3a [ D{l,...,n} u | D{l,...,m} ,

uMa onaromapajyhy BepoBaTHohy ga To Oyae BPEIHOCT MOCMAaTPaHHUX
obenexja koa m3abpaHor enemeHTa. Jpyrum peunma, X u Y MOTy UMartu
BPEIHOCTH

X=x Y=y
M [IPU TOME je BepoBaTHOha J1a ce To peanusyje, jeaHaxka p; , 1j.

saceaxo | O{1,....,n} u j O{1,....m}.
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

Y oBOoM ekcnmepuMeHTy, nap npomensbuBux (XY), mpeacraBiba
JIBOMMEH3HOHAIHY Ciy4ajHy mpomen/buBy. Ckyn tadaka (X ,Y;) je

CKyn Ta4yaka y paBHH, a (X)Y) Moxke, y jeqHOM ,u3Bohemy”’ eKcrepruMeHTa
OuTH caMo jeHa Tauyka, U TO ca oJroBapajyhoM BepoBaTHOhOM.

MokeMO yMEeCTO CTaTHCTUYKOT CKyma M OBOI' €KCIIEpUMEHTa
BE3aHOT 3a CTATHCTUYKH CKYII, IOCMATpaT OUJI0 KaKaB €KCIEPUMEHT YUjU
he pesynrar Outn nap npomensbuBux (X,Y). Ha mpumep, ako ce 6anajy aBe
KOIIKE MCTOBPEMEHO U Oeniexxu Opoj Taukwia Ha mpBOj Kouku X, a Opoj
Taukuua Ha apyroj Y. Tama je pe3ynraT eKCIepHUMEHTa jelaH O] MapoBa
BPEIHOCTH

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Wnu, moxemo Ha paBHH XOY OupaTd Ha ciydajaH HA4YMH jeIHY
Ta4yKy, TaKo IITO OamamMo OECKOHAaYHO Maly KYy[JIHIY H OelexHuMO
KOOpJAMHATe Tauke y Kojoj he ce kyrnmuma 3aycraBuTh. Taja je cBaka Tauka
(xy) paBam XOY wmoryhu pesynrar ekclepuMeHTa. Y  OBaKBUM
EKCIEpUMEHTHMA MOXE C€ YHAaIpeJ OJPEIUTH CKyNl MOTyhuX BpeIHOCTH
jeaHe MpOMEHJbUBE M CKyNl MOTYhHMX BpeAHOCTH Apyre npomensbuse. CKym
napoBa OBUX MOryhHMX BpeIHOCTH IpeacTaBibahe cKyn Moryhux pesyirara
nBoauMeHsnoHanmHe — npomenspuBe  (X,)Y). YV jenHom  u3Bohemy
ekcriepuMenTa, npomensbuBa (X,Y) he y3erm camo jeman map moryhux
BPEIHOCTH.

VY3umame 0mno kor nmapa moryhux penHoctu npomensbuse (X,Y),
npezcTaBiba cirydajHu gorahaj ca oapeheHoM BepoBaTHOhOM peanuzanuje.
[Map npomensbuBux (X,Y), OBakBOr THIA, TPEACTABIbA JABOJAUMECH3HOHAIHY
Clly4yajHy IPOMEHIBHBY.
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OcHnose seposammuohe

CauyHO Kao M KOJA  JeAHOAMMEH3WOHAJIHHMX IPOMEHJbUBUX,
nocmarpaheMo JBe KaTeropuje. NpeKuaHe (IUCKpETHE) M HENpeKUuIHe
(koHTHHYHpaHe) TBOJMMEH3UOHAITHE CITy4ajHEe IPOMECHIBUBE.

Heka je ckyn moryhux pesynTtara mpoMeHJbHBE X CKYyIl pealHuX
OpojeBa
{%.%,,..}

a cKyn Moryhux pesynarata IpoMeHJbUBE Y j€ CKYII

{Y1'y2!--}

Opy 4YeMy Cy TO KOHAyHHM CKyNOBHM OpojeBa, WiIM OCCKOHA4YHH, alld
npeOpOojUBH.

Tama je ckyn Moryhumx pesynraTa eKCIEpUMEHTa CKyIl I1apoBa
BPEIHOCTH

(%, ¥2), 06, 2,0
(XZ’ yl)! (Xz 1y2 ),

a TO WCTOBPEMEHO CKyn MOTryhMX BpPEIHOCTH JBOJAMMEH3HOHAIHE
npomensbuse (X,Y).

Ja Ou ce mMoriM mpoydaBaTH OBAaKBH EKCIICPUMEHTH MOTPEOHO je
OJIpEZIUTH BepoBaTHONhe 3a CBakW MOTryhu pe3yaTaT, OJIHOCHO, TIOTPEOHO je
oapeauTH pacroaeny npomersbrse (X,Y).

Osnauynmo ca p; BeposarHohy ja he pesynrar excriepuMeHTa OUTH

nap (X%,Y;),Tj. P; je BepoBarHoha ciydajHor norahaja

D={X=x, Y=y} (6.4)
Moxe ce HanucaT y o0JIHUKY
P; = P{X =%,Y = Yi} (6.5)
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

saceaxo i 0{1,2,..} u jO{12,..}.

Osge BepoBaTtHOhe MOXkeMoO faTu y Buay cienehe radene:

Y
X Y1 Y2 M
X1 P11 P12 Pj
X2 P21 P22 P
Xi Pi1 Pi2 R

Tabena 6.3. 3axon seposammuohe ciyuajue npomenmuse (X,Y)

TabGena 6.3. oapehyje 3akoH BepoBaTHOha JBOJMMEH3MOHAIHE
ciyqyajue npomensbuBe (X,Y) mpekunHor Tuma. [Ipu Tome cy BepoBaTHOhe
cazip>kaHe y Tabesu TakBe /1a je

p, 20 (6.6)
sa caxo | 0{1,2,..} n j 0{1,2,..}, a muxos 36up je jennax
22p; =1 (6.7)
i=1lj=1

Ha ocnoBy 3akoHa BepoBatHoha maror TaGemom 2.3, moryhe je
OJIpeIUTH BepoBaTHOhy Omio kor ciy4ajHor porahaja D, Besanor 3a oBaj
eKkcrepuMeHT. 3akoH BepoBaTtHoha mpomensbuBe (X,Y) NMPEKUIHOT THIIA,
MOXe ce puKasatu rpadguuku kao Ha Cnunu 6.1.
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OcHnose seposammuohe

Cnuxa 6.1. 3axon seposamnoha 0600uMeH3UOHATHE CTYYAjHe NPOMEHbUBE
NpeKuoHo2 mund.

Oko cBake Tayke (Xi , yj) KOHCTpYHIIIE ce Tapanenenumnes, unja he

3anpeMuHa OWTH je[HaKa BepoBaTHONM [, a HUXOBA YKYIHA 3alPEMUHA

jeIHaKa je jeIUHULIH.

Ha mpumep, ako 0anamMo MCTOBPEMEHO IIBE KOIIKE, OHJA je 3aKOH
BepoBaTHOha JBOIMMEH3MOHANHE ciydajHe mnpomensbuBe (X,Y), Koja
npezcTaBiba Opoj TAUKUIA HAa IPBOj M APYroj KOIKH, 1aT TabeIoM:

y \ 1 2 3 4 5 6
1 p p P p p p
2 P p p p p p
3 P p p p p p
4 P p p p p p
5 P p p p p p
6 P P p p p p

Tabena 6.4. [Ipumep pacnooene (X,Y)
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

npu yemy je P = 1/36. Ako Hac mHTepecyje BepoBaTHoha na he 30up
TaykuIa OUTH jeTHaK 8, 0H/Ia je TO

P= P{X=2Y=6+ P{X=3Y= 5+ P{X= 4Y= 3+
+P{X=5Y=3+ P{X=6Y= 3
onHocHo, P = 6p = 1/€.

Ha cnmuuan naumH, w3 Tabene 2.4, mormu Ou oapeaWTH BepoBaTHOhe
norabaja:

e 30up TaykuIa je mapas O6poj;
e 30up TayKuIla HUje Maku 011 5;
*  Konmnunuk 6poja Taukuua je mneo 6poj, u ci.

Jpyroj  Kareropuju  CIydyajHUX  [POMEHJBMBHUX  HPUIAAAJy
IPOMEHJbHBE HENPEKUAHOT TUIIA.

Heka je moryha BpemHocT 3a mpoMeHJbUBY X Omiio koju Opoj u3
KOHauHOr wiu OeckoHauHor wuHTepBana (a@,b). ITlopen Ttora, Heka je
untepBan (C,d) ckyn moryhux Bpemnoctu npomersbrBe Y. Tamga je cBaka
Tayka MpaBOYraoHUKa, oapeheHor ca oBa JBa MHTEpBaia, Moryha BpeIHOCT
JBOIUMEH3HOHATHE poMeHsbuBe (X,Y).

Wutepsan (a,b) momennhemo y moaunTepBase
(&.a].(a,a)],...(aa]
Tako gaje 8, = a,a, =b.

Cauuno hemo ypamutu u 3a untepBan (C,d). Ilogenuhemo ra nHa
HOJIMHTEPBAJIC

(co,cl] ,(cl,cz] N (SN

TaKo 1a je ¢, =C, c,, =d.
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OcHnose seposammuohe

[Mocmatpahemo ciydajue norahaje
D; :{a,._l<x <a;C,<Y < cj}
sa i0{1,2,..n} u jO{12,...m}. Versapu, D,
pe3yJsiTaT eKCliepuMeHTa OMTH Tadka y IpaBOyraoHMIUMa aaTuM Ha Cluim

6.2.

cy porahaju na he

Osnaunmo wuxose BeposatHohe ca P, . Tako hemo nmaru

pi={a.<X <a;c,<Y <c}
3aceaxo i 0{1,2,...n} u jO{1,2,...m}.

Y 4
d:Cnm
il St el i B i et e Tl }
| )
! |
‘ |
‘ 1
|
|
: G |
|
| Cu |
T
| 1 |
! !
| : 1 )(>
a=a,—% ¢ | 4. a b=a,
I N B I e R 7777777\
c=c,

Cauxa 6.2. Ilooena npasoyeaonuxa Ha noounmepsaie.

[Toxgena uarepBana (a,b)wu (C,d) MoXxe ce BPIIMTH HA MPOU3BOJHHE

HauynHe. [locTaBba ce murame, mTa he ce JECHTH ako IojeNa HHTepBaja
(a,b) O6yme TakBa ma ce oko cBake Tauke X [1(@,b) mocmarpa moguHTEpBal,

NPOM3BOJBHO Masie aykuHe OX, a maTepBan (C,d) momearmo Tako Ja OKO
cBake Tauke Y [1(C,d) KOHCTpyHIIeMO MOAMHTEPBAJC MPOU3BOJLHO MaJie
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

nyxune dy. Tako hemo, oko cBake Tauke (X,Y), UMaTH MPaBOYraOHUK
nyxune dX u mmpune dy (Civka 6.3).

P
y Y
e ‘F
Y £ / dx
X dy

Cnuka 6.3. Pacnooena (X,Y).

ITocmaTpahemo norahaj na he pesynrar ekciepuMeHTa OUTH Tauka y
OBOM IIPaBOYTaOHUKY, Tj. forahaj

d d d d
D={x-7X<sz+ %;y-;y<Ysy+7y} (6.8)

Axo nocmoju ¢hynkyuja ¢J(X, y) makea 0a je epaHuyHa 8peoHOCM

jim 28 = ¢ (x,y), 6.9)

maoa xaxcemo oa je T(X,y) 3axon eeposammoha 0800umMeH3UOHANHE
cnyuajne npomenssuse (X,Y). [lpu mom je seposammnoha doeahaja D jeonaxa

d d d d
P{x—EX< X SX+?X; y —?y<Ys y+7y}: f(x,y)dxdy . (6.10)

@ynuxyuja f(X,Y) je 3axon eéepoeammnoha unu @yunkyuja cycmune
0sooumensuonante caydajre npomenmuse ( X,Y), a eeposamuoha
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OcHnose seposammuohe

f (x, y)dx dy (6.11)

Hazusa ce einemenmapua eeposamnoha. Oua npedcmasma 3anpemumy
napanenoepama oko mauxe (X,y), kao wmo je npuxazano na Cnuyu 6.3,

Axo 3a cBe Tauke (X,Y) y paBau XOY, ,cabepemo” oarosapajyhe
BepoBaTHOhe, nobuhe ce

ﬂ' f(x,y)dxdy=1 (6.12)

ITocmaTpajmo Heku ciaydajuu gorahaj D BezaH 3a oBaj eKCIIEpUMEHT.
Tana norahajy D oarosapa jegan ckym Tauaka Sy pasau XOY. BepoBarnoha
norabhaja D 6uhe onpelhena npeko unTerpana

P(D) =] ] f(xy)dxdy (6.13)

Hajuehme, je morahaj D ckyn Tawaka y paBHH, oxapeheH
uaTepBaEMa (X, X,) i (Y;,Y,), 1.

D={x <X < %;y,<Y <y,

Beposatnoha oBor norahaja jeqHaka je IBOCTPYKOM HHTETpaTy

X2 y2

P{x1< X <Xy <Y Syz} = | Tf(xy) dxdy
X1

I'eomerpujcku, dynkuuja f(X,Y) mpeacraBba HEKY MOBPIIMHY Y
TPOIMMEH3UOHAIHOM IPOCTOpPY, Kao INTO jeé Ha NpHMEp IMOBpIIMHA HA
Cmunu 6.4.

Ilena 3ampemmHa wucmox  MOBpHIMHE, oapeheHa  3akoHOM
BepoBatHoha f(X,y) u paBuu XOY, jennaka je jeaunuid. Beposarnoha
Hekor norahaja, onpeleHa je 3ampeMUHOM OTPaHUYEHOM MOBPIIMHOM Sy
paBau XOY 1 QyHKIIH]jOM KOja peCcTaBJba 3aKOH BepoBaTHoNa.
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

Cruxa 6.4. 3axon eeposamnoha 0800UMEH3UOHANHE CTLYYAJHE NPOMEH/bUBE.

3akon BepoBaTHOha K-TMMeH3MOHAIHE CIydajHe
NpOMeH/bUBe

3akoH BepoBaTHOha JBOJWMEH3WOHAIHE CIy4dajHE IMPOMEHIJbUBE
MOYE C€ JIAKO YOIIITUTH U HA BUIIEAUMEH3NOHATHY IPOMEHIBHBY.

[TperrocTaBUMO J1la Ha CBaKOM CIIEMEHTY CTaTHCTHYKOT CKyIa
nocmaTtpamo Buue obenexja X, X,,...,X, . Tana he, cBakom eneMeHTy
MOCMaTpaHOr CKyma, OJAroBapaTH jedHa Tauyka y K-auMeH3noHaTHOM
POCTOPY.

Ha cnuyan HaymH, Yy jeIHOM  EKCIIEPUMEHTY, pe3yJiTar
EKCIIepUMEHTa MOXe OUTH caMO jelHa Tauka K-TMMEH3MOHAIHOT TPOCTOPA,
npu yemy je porahaj ma he pesynrat ekcriepuMmenTa OuTH oxapehena Tauka,
ciydajan  gorabaj. Tama  kaxemo ga  je (X, X500 X)),
BUILIEIMMEH3HOHATHA CITy4ajHa MPOMEHJBHBA.

Heka pesynraty ekcrnepuMeHTa OAroBapa KOHa4yaH WJIM MPEOpPOjUB
CKyn Tayaka y K-IuMeH3MOHATHOM MpPOCTOpY. AKO CBAaKOj TauKd W3 TOT

CKyma
(Xull X, 100 K )
ojaroBapa BepoBarHoha

Piisr ik
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OcHnose seposammuohe

npu yeMy je To BepoBatHoha na he ce peanusoBaTu norahaj
D ={ Xy = X5 Xy = Xy g Ky = ink}
tj.
Pisic = P{Xl = Xyip» Xy = Kyig ey Xy = ink}
maoa ce ckyn madaxa (Xy , X, s+ Xy, ) U 00206apajyhux eeposammoha
i, ..i, Hasusa 3axon eeposamnoha K-oumenszuonanne ciyuajne
npomennuge (X, X,,...,X,).

[IpernocTaBuMO A2 je pe3yaTar eKCrepruMeHTa OUiIo Koja Tauka y K-
IMMEH3MOHATHOM mpoctopy. Heka moctoju dynkmmja (X, X,,....X, ),

TakKBa J1a je
dx dx dx dx
. P{x1—21<xlsxl+21,...,xk—;<stxk+Zk}
lim '
o - oo dx,, dx,,...,dx,
= F (X0, Xg0eees X s (6.14)
i=1,...,k

3a ceaky mauxy (X;,X%y,...,X, ). Taoa ce ¢pynxyuja f(X;,X,,...,X, ) Ha3usa
3aKOHOM 6eposammuohe GuUeOUMEH3UOHANHe ClydajHe npomenmuse. [lpu
mome je

LU S S SR

= £ 04 %0 % )b .0

Tj. BepoBarHoha nma he ce tauka (X, X,,...,X,), Kao pe3yarar

} (6.15)

eKcriepuMeHTa, Hahu y OECKOHAYHO Majoj OKONMHH Tadke (Xi,X,,....X )
jenHaka je mpousBoay BpenHoct gynkuuje f(X;,X,,...,X, ) y T0j Tauky, u
oarosapajyhux mudepenuujana dx,,dx,,...,dx, .
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

MapruHajgHu 3aK0OHH BepoBaTHoha

Y  mpoyyaBamMMa M TOPUMEHM  BUIICJUMEH3HOHAIHUX
POMEHJbUBUX, TIOTPEOHO j€, YeCcTo, OCMaTpaTh CaMo jeIHy KOMITOHEHTY
IpoOMeHJbUBE, 0e3 003upa Ha BPETHOCTH OCTATUX KOMIIOHEHTH, Tj.
noTpeOHO je TMOoCMaTpaTd MapruHaJHE TPOMEHE jeJHE KOMIIOHEHTE
BUIIEIMMEH3HOHATHE TPOMEHIBHBE.

3a oBakBe aHaiM3e Tpeba OAPEAUTH T3B. MAPTUHAIHU 3aKOH
BepoBatHoha. Heka je (X)Y) nBoaMMEH3MOHAIHA CiydajHa MPOMEHJbHUBA
NPEKHUIHOT TUIIA Ca 3aKOHOM BepoBaTHohe:

Y
X Y1 Y2
X1 P11 P12
X2 P21 P22

Tabena 6.5. 3axon seposamnoha npomenmvuse (X, Y)

OppenuhemMo  MapruHaqHM ~ 3aKOH  BepoBaTHOha  ciydajHe
npomensbuBe X. M3 Tabene 6.5, Buanm ce na X y3uma BPEIHOCTH U3 HU3a

6p0jeBa{ X, x2,..} .

ITorpeOHo je ma onpenumo BepoBaTHohe ca kojuma X y3uma
NojeIMHE BPETHOCTH U3 OBOT HU3a. [lorahaj

D ={X =x}
MOJKE C€ M3PA3UTH MPEKO YHU]E TUCJYHKTHHUX norahaja
D,={X=x,Y=y} D, X=x, Y} .
Tj.

{x=x}={X=x,Y=y}O{X=x,Y=y,}O.. (6.16)
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OcHnose seposammuohe

Ha ocHoBy akcmoma kojuMma je nedunucana BepoBatHoha, cienu na
je BepoBaTHoha noraljaja Ha neBoj crpanu m3pasa (6.16), jennaka 30upy
BepoBaTHOha jorahaja Ha JECHOj CTpaHH, Tj.

P{X =x}=PX=x,Y=y}+P[X=x,Y=y,}+.. (6.17)
Axo o3HauuMmo ca P, BepoBaTHOhy pmorahaja D= {X = Xl}, OH/Ia
ce u3 (2.17),100wuja 1a je
P = Pt Pt -
CnnuHuM 3aKJpydrBameM 1o0uhe ce na je
Po. = Pyt Ppt -
pu 4eMy je p,, BepoBaTHoha norahaja D = {X = Xz}, UT/I.

3602 moea je mapzunannu 3aKkon eeposammnoha cayuajue
npomensuse X, oam ca

X X1 X2

m| Pe=ZPy | P = 2P

(6.18)

npu yemy ¢y p; BeposarHohe nare y Tabemu 6.5.

W3 (6.18) ce Buam J[a je MapruHajdHM 3aKOH BepoBaTHOha
npomenJbuBe X 1O00OMjeH Kao 30up BepoBaTHoha aTWX MO BpcTama y
TaGenu 6.5.

Ha cnuuan nvauwH, u3 Tabene 6.5, 1o6unu Ou u mapeunannu 3aKon
eéeposamnuoha cnyuajue npomenvuge Y:

Y Y1 Y2
p | Pi=ZPy | P2=2Pe

i=1

(6.19)
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

VY cTBapu, MapruHaJHU 3aKOH BepoBaTHOha mpomeHJbuBe Y 100Hja
ce kao 30up BepoBaTHOha matux y konoHama Taberne 6.5.

IIpu onpehuBamwy BepoBaTHOha norahaja Be3aHUX 3a BPEAHOCTH
caMO jelIHE TPOMEHJbUBE, CIYKHUMO C€ MapruHajJHUM 3aKOHHMa
BepoBatHoha (6.18)u (6.19).

Ha npumep, nocmarpa ce 1.000qomahuHcTaBa n uCuTyje IPUXO U
ymreheBuna nomahuncrsa. Pacrionena ¢pexBenuuja gara je y Tabenu 6.6.
[IpermoctaBuMO A2 Ha ciydyajaH HauyuH OupaMo jeaHO TOMahMHCTBO.
HuTepecyje Hac konuka je BepoBatHoha na he nuzabpano qomahuucTBO OUTH
ca mpuxoauma MamuM of 3.000quHapa.

YI o 1-500| 501-2000 2001-5000 500|].-
X
1001-3000| 117 56 41 22 14
3001-5000f 72 94 71 25 18
5001- 28 100 102 67 63

Tabena 6.6. Pacnooena npuxooa (X) u ywumehesune (Y)

N3 Tabene 6.6,106mja ce cneneha mapruHanHa pacrozena 3a X:
X -1000 | 1001-3000 3001-5000 5001-
p 0,110 0,250 0,280 0,360

BepoBatnoha tpaxxeHor gorahaja je
p=0110 + 0.25

onHocHo p = 0.36C.

A caia hemo mocmarpaTy ABOJIUMEH3HOHAIHY CIyYajHy IPOMEJEUBY
(X)Y) HenpexuaHOT THIIA ca 3aKOHOM BepoBaroha f (X, y).

MapruHajiau 3aKOH BepoBaTHOha HempekuaHe ciy4ajHe

npomenbuBe X je pyuxyuja f,(X), 0obujena npexo unmezpana

£,09= [ £ y)dy
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OcHnose seposammuohe

a MapruHAJHH 3aK0H BepoBaTHoha mpomensbuBe Y je ¢pyuxyuja f,(y),
0obujena npexo unmezpana

f,(x)= ] f(x,y)dx

Ha npumep, ako je 3akoH BepoBaTHOha mpomensbuBe (X,Y) mar
byHKIIHjOM

e zax >0 iy> 0
f(x,y)= _
0 za ostale vrednosti y

TaJla je MapruHaJIHU 3aKOH BepoBaTHONe MpoMeHIbHUBE X jeTHAK
L00= [ fouydy=eledy=e(e];

OJHOCHO,

X

{e‘ zax>0
f.(x)=

0 zax<O0

Ha ciuvan HaunH hemo MOOMTH M MaprUHAIHU 3aKOH BepoBaTHOha
npoMeHsbuBe Y

f,(y)= j f(x,y)dx=e" j e *dx
—co 0

OIHOCHO,

_ | e¥ zay>0
fz(V)—{O say< (

[Mocmarpahemo, cajn, K-mUMEH3MOHANHY CIy4ajHY NPOMEHJbUBY
(X,, X,,..., X, ) IpEeKuaHOT THIA ca 3aKOHOM BepoBaTHOha

[(Xlil’ X2i2 y ---,ink )1 pil..ik]
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

pU 4eMy je
P = P{Xl = Xyjy yeeea Ky = ink}

sa i, 0{1,2,..};0, 0f{12,.} .0, D12 ,.}. .

Moxemo  mnocmarpati  (K-1)-mMMeH3MOHANIHY  NPOMEHJBUBY
( X,,...,X,), ¥ oIpeIuTH BeH 3aKoH BepoBaTHoha. To he outn

[(X2i2 , ...,ink ), p.iz_,jk ]
P YeMy je

Paiy iy = ilzzlpiliz il

Ha cauyan waumH Om  Morium, ,3aHemapyjyhu” Owmio Kojy
KOMITOHEHETY, cabupameM 3ajeJHHYKHX BepoBaTHOha 1o oxarorapajyhem
WHJIEKCY, J0OMTH ojaroBapajyhm MapruHaJHM 3aKOH BepoBaTHOha
PEOCTAINX KOMITOHCHTH.

[Topen Tora, MoOXeMO ,3aHEMapuBaTH  BHIIEC KOMIIOHCHTH.
Cabupamem BepoBarHoha 1o oparoBapajyhuMm wuHACKCHMA, IOOWIH O
MapruHaJIHe 3aKOHE BepoBaTHONA MPEOCTAINX KOMIIOHEHTH.

3a  uenpexuomy  K-OumeHzuonany — ciyuajuy — npoMeHmHUBY

(Xl, X2 nooc ,Xk) ca 3aKoHom eeposamHoha
f (X0, Xp sy Xy )

MApPruHAJHM 3aK0H BepoBaTHoha (K-r)-1MMeH3MoOHa/IHe CJIy4yajHe
NpoMeHJbUBE, 00Ouhie ce npexo unmezpana

[ 00

O )= o] Koo K e

—00 —00

3a caxo r0{1,2,...(k-1)}.
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OcHnose seposammuohe

YcI0BHHM 3aKOHH BepoBaTHOha

Kan ce mocmarpajy BuIeIMMEH3UOHAIHE CIy4ajHE MPOMEHJBUBE,
Hajuemhe ce mocMaTpa y3ajaMHa IOBE3aHOCT I0jeIMHUX KOMIIOHEHTH
cilyyajHe mpoMeHJpuBe. [IpBa eTamna y nmpoyuaBambHMa TakBe BPCTE, 3aCHUBA
ce Ha T3B. YCIOBHUM 3aKOHMMa BepoBaTHOA.

[TocmaTpahemo, mpBO, IBOAMMEH3MOHAIHY CIIy4ajHY HPOMEHJbUBY
(X,Y) nmpexunHor tuma. Heka je ;eH 3ak0oH BepoBaTHOhA 1aT Tabenom

Y
X Y1 Y2
X1 P11 P12
X2 P21 P22

WuTepecyjy Hac mpoMeHe ciaydajHe IpOMEHIbUBE X, MOJT YCIOBOM Ja
Y uma jenny onpeheny BpeaHoct, peuumo Y =y, . Tpeba na oapeaumo koje

he BpemHocTH mnpoMeHJbMBE X y3UMaTH M ca KOjUM BepoBaTHohama.
Osanuumo ca P, (duraj P mox ycnoBowm j), BeposaTHOhy na he Outn

X = X, mox ycioBom 1a je Y = Y-

[TocmaTpajyhu norahaje {X= Xi} " {Y= yj}, a Ha OCHOBY

neuHULIM]e YCIIOBHE BepoBaTHONe cityyajHHX jgorahaja, noduhe ce TpaxeHa
BepoBaTHoha

P(Xx=x,Y=y,)
Plv=v,)

Ca p; cmo o3naumnu BepoBatHohy Opojuona, a ca p,; o3HayeHa je

B =

MapruHajgHa BepoBaTHONA ciyyajHe MpOMeHJbUBE Y, Tj.

B; =P(X =x, Y:yj)
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

p., =P(Y=y,)

TaKo Ja je yCIOBHA BepoBaTHOha

_ B
B =
P.;
OJIHOCHO,
B
pI/J Z p
ij

Cazna MoxeMO HamMcaTH YCJIOBHHU 3aKOH BepoBatHoha y cienehem o6muky

X/ Y=yi X1 X2

Py; P2 (6.20)

P Py 2? P2 :T
.| .

OBakBux 3akoHa BepoBaTHoha Omhe OHOJIMKO KOJMKO MMa Moryhux
BPEIHOCTH MPOMEHJbUBE Y, jep 3a CBaKy HEHY BPETHOCT MOXKEMO OJPEAUTH
onrosapajyhu ycJIoBHHU 3aKOH BepoBaTHOha MpoMeHJbHBE X.

Ha cnuyan HauumH ce ozpelyyjy W yCIOBHU 3aKOHHM BepoBaTHoha
IpoMeHJbUBE Y, TMOJ YCIOBOM Ja IMpOMEHJbMBA X UMa jeqHy ojpeheHy
BpeaHocT. Tako hemo 1oOuTH cinenehu ycinoBHU 3aKOH BepoBaTHONA.

Y/X=X; Y1 Y2

_b _ P
Pii Pui —E.l Py = D. (6.21)
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OcHnose seposammuohe

Ha mnpumep, mocmatpa ce mnpomensbuBa (X, Y) ca 3akoHOM
BepoBaTHoha

Y
X

100 0,15 0,05 0,00
200 0,15 0,25 0,05
350 0,05 0,15 0,15

Ja ©Ou oapeaunu  yCIOBHM 3aKOH BepoBaTHoha ciyuajHe
npoMenspuBe Y, mox ycioBoMm aa je X = 350, mpBo hemo ompenutu
MapruHaJIHM 3aKOH BepoBaTHOha 3a X. M3 Tabene ce nobuja na je

X | 100 | 200| 350

P. | 0,20| 0,45/ 0,35

VYcnoBHu 3ak0H BepoBaTHOha O6uhe onpeler BepoBaTHohama

0.05

P(Y = 01/X = 350):OSE: 01428
0.15

PY =1/X = 350):03“: 04286
0.15

PY =2/X = 350)2035= 04286

TaKo JIa je TpaKeHU 3aKOH BepoBaTHoha
Y/X=350 0,1 1 2
Pin 0,1428 | 0,4286] 0,4286

Cana hemo mocmarpat JBOAMMEH3MOHAIHY CIIy4ajHy MPOMECHIJbUBY
(X, Y) mnempekuanor Tuma. Heka je meH 3akoH BepoBaTHoha nar

byHKITH]jOM
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

f(xy)

a MapruHaJIHU 3aKOHH BepoBaTHOhA Cy

f1()() i fz(Y)

[IpermocTaBUMO 1@ KEIMMO UCIIUTATH CIY4jHY IPOMEHJBUBY X, MO/
ycioBoM na Y uMma jenny oapeheny BpeaHoct, peuumo Y=Y. (Ci. 6.5).

A

X

0 \\ ¥ Y

Cruxa 6.5. Yenoenu 3axon eeposammuoha

Z

VYcioBHM 3aKOH BepoBaTHOha mpomeHsbuBe X Ouhe mpencraBbeH y
paBHu napaienHoj ZOX paBHH, Koja mpoJia3u Kpo3 Tauky Y=Y. To he Gutn
KpHBa ojipel)eHa jeHaYMHOM

f(x/y)

Axo je f,(y)#0, maoa je ycrosnu saxon eeposammuoha
npomeHmuge X oam yukyujom

f(x,y)
fo(y)

Ha cnawyan HaumH ce ojnpehyje W YCIOBHM 3aKOH BepoBaTHoha
MPOMEHJbUBE Y, TIO yclioBOM na je X=X . Taj 3akoH BepoBaTHOha je JaT
byHKIIAjOM

f(x/y)= (6.22)
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OcHnose seposammuohe

F(x/y)= ff(?y 3)’) (6.23)

nox ycnosoM na je f,(y) 0.

Huje temko npoeputu aa dyskiwmje (6.22)u (6.23)3am10B0spaBajy
cnenehe yciose:

a) f(x/y)=0, f(y/x)=0
6) If(x/y)k=1 [f(y/x)dy=1

Ilpumep. Heka je 3akon BepoBaTtHoha mpomensbuBe (X)Y) mat
byHKIIHjOM
1
—X(X+2 3a 0<x<1 0O<y<¢€
f(xy)=120 (x+2y) Y

0 3aceeocmaie madke

MapruHaiaHu 3akOHH BepoBaTHoha ce 100ujajy U3 HHTerpaia

16
f.(X) =— | x(x+2y)d
(%) 20!( y)dy

1 1
f =— | x(x+2y)dx
,(Y) mi( y)

VYcioBHM 3aK0HU BepoBaTHOha cy natu (yHKIMjama

f(x,y) 3x(x+2y)
f,(y)  1+3x

f(x,y) _ x+2y
f,(x) ~ 6(x+6)

f(xly)= f(y/x)=

VYCnoBHU 3aKOHHM BepOBaTHONA MOry ce JIako YONmITUTH ¥ Ha K-
JTMMEH3HOHAITHE CITy4ajHe MPOMEHJbHBE. YOIITEHHjE CE BPIIA aHAIOTHO
JBOAMMEH3MOHAIIHO] Cy4ajHOj MPOMEHJBMBOJ, C TUM INTO C€ MOCMATpPajy
KOJUYHUIIM 3ajeIHMYKUX 3aKOHa BepoBaTHOha u  ojoromapajyhux
MapruHaJIHUX 3aKOHA BEpOBaTHONA.
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

He3aBucHe ciayyajHe NpoMeHbHBE

[MocmarpajMo JBOAMMEH3HOHATHY Cly4ajHy mnpoMeHIbuBy (X,Y).
Heka je D, Ouno kxakaB ciry4ajHu qorahaj Koju j€ Be3aH caMo 3a BPEIHOCTH
npomersbuBe X, a D, cinyuajuu jporahaj Koju ce OIHOCH HA BPEIHOCTH

npomeHJbuBe Y. AKO je BepoBaTHOhAa HMCTOBPEMEHOr OCTBapema jorahaja
D,uD,, jennaka npousBoiy HUXOBHX BepoBaTHONA, OH/A KAKEMO 1a Cy

D,u D, nesaBucuu norahaju.

AKO je 0Baj yc/10B 3210BO/bEH 32 OWJIO Koja aABa gorahaja D, u
D,, pehn hemo na cy mpomensbuBe X M Y He3aBHCHe Cily4dajHe

NPOMeH/bUBE.

HapaBHOo, HE3aBHCHOCT CIIly4ajHUX MPOMEHJBMBHX MOXE OWUTH, Ha
NOTOJTHUjH HA4YMH, H3paXKeHA IPEKO BUXOBHUX 3aKOHA BEpOBaTHONA.

Heka je nmara nBoauMeH3umoHaHa ciydajHa mpomensbuBa (X,Y)
NPEKUIHOT TUTIA ca 3aKOHOM BepoBaTHOha

T

Y1 Y2
X1 P11 P12
X2 P21 P22

O3HaunIM cMO MapruHajHe 3aKkoHe BepoBaTtHoha 3a X 1 Y ca
X X1 X2
Pi. P Po.
Y Y1 Y2
P.; P.1 P. 2
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OcHnose seposammuohe

Pehu hemo oa cy X u Y He3aBHCHe ClyuyajHe MPOMEHJbUBE, aKO je,
3a ceaxo | [ {1, 2, } u 3a ceaxo | [ {1, 2, } , 3ajeonuura eeposamuohia p;

Jjeonaxa npouszeody oo2osapajyhux mapeuHaiHux eeposamuoha, mj. ako je
P; = P [, (6.24)

ITocmaTpajmo, cax, JABOAMMEH3MOHAJHY CIy4ajHy HPOMEHJbUBY
(X)Y) wnenpexkuaHor tuma. OsHaumnu cmo ca f(X,y) meH 3aKkoH
BepoBatHoha, a ca f,(X) i f,(y) wmaprunamHe 3akoHe BepoBaTHOha
npoMeHJbUBHUX X U Y.

Pehu hemo 0a cy X m Y He3aBHCHE CiIydyajHe NMPOMEHbUBE, aKO je

FUX08 3AJeOHUYKU 3aKOH 6eposamuoha jeOHaK Npou3e00y MapeuHAIHUX
3axona eeposamuoha, mj. axo je

F(xy) =1, (), () (6.25)

u mo 3a ceéaxy mauxy (X,y) y pasuu XOY.

Ilpumep. Cnyuajua npomensbuBa (X,Y) nMa 3akoH BepoBaTHOha J1aT
byHKIIHjOM

c(2xy +2x+y+1) za0<x<1 0<y<l1
f(x,y)=
0 za ostale tacke.
Ja 6u dynkmuja f (X, y) Onra 3akoH BepoBaTHONaA, OTPEOHO je 1a
je
[ TT(xy)dxdy=1,
OJIHOCHO,

1

]

0

c(2xy + 2x + y + 1)dxdy= 1.

o—r

Opnasne ce nobuja na je

Wl
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6. Buweoumenzuonanme cuyuajue npomenmvuse

MapruHaiaHu 3aKOHU BepoBaTHoha cy

2x+1

() ==

,(y) =§(y+1)

Bunu ce na je
Fixy) =1, )0, ()

IITO 3HAa4YM J1a cy X ¥ Y He3aBUCHE CITy4ajHEe MPOMEHIBHBE.

Axo cy ciaydajHe npoMensbuBe X 1 Y Mel)ycoOHO He3aBUCHE, OHJIa Cy
YCIOBHM  3aKOHH  BEpOBaTHOha, f(x/y)if(y/x), jennaku

MapruHaJIHUM 3aKOHHUMa BepoBaTHONa, Tj. OHJIA je
F(x7y) = f,(x)
Fly/x) = f,(y)

Obpuymo, axko ¢y YClo8HU 3aKoHu 8eposamuoha jeOnaxu
mapeunanrnum, onoa cy X u Y  mehycobHo He3zasucHe clyyajHe
npoMeH.buse.

[TojaMm HE3aBUCHUX CIy4ajHUX TPOMEHJBHMBHUX MOXE CE€ JIAKO
YOIIITUTH U Ha K-TMMEH3UOHAITHE CITy4dajHe TPOMEHIbUBE.

Heka je f(X;,X,,...,X,) 3aKkoH BepoBaTHOha NpPOMEHJbHBE
(X, X0 X ), a fi(x), (%), ..., f.(X,), MapruHamHu 3aKOHU
BepoBaTHOha.

Pehu hemo oa cy X, X,,...,X, mehycobno nezasuche cuyuajne
NPOMEH.bUBE AKO, U CAMO AKO je

f(X,Xy,0% )= FL (OO, (x,) OO, &

u mo 3a ceaxy mayxy (X;,X,,...,X, ) K-oumensuonannoe npocmopa.
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OcHnose seposammuohe

YecTo ce mocMmarpa 3aBUCHOCT jelHE cilydajHe TpoMeHsbruBe Y u K-
auMeH3noHanHe npomenssuse ( X, X, ,..., X, ).

Heka je muX0B 3ajeJHUYKHU 3aKOH BepoBaTHOha (hyHKIM]ja
fOY, X0 X0 X )
a MapruHaJIHU 3aKOHU BepoBaTHOha cy
f(y) 1 f, X X X )

Pehu hemo 0a cy Yu (X, X,,...,X, ) He3asucHe ako u camo axo je

(Y, X XX )= £y O)TF, (60 X, X,
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

6.2. MTAPAMETPU PACIIOJAEJIA
BUIIEAUMEH3UOHAJ/IHUX COYYAJHUX
INPOMEH/BUBUX

KommieTHe  KapakTepuCTUKE jeJHE CIy4dajHE IPOMEHJbHBE
caJip’kaHe Cy y ’beHOM 3aKOHY BepoBaTHOha, uHje Mmo3HaBame je JOBOJHHO 32
nobujame CBUX MOTpeOHMX HHOpMaIHja O CIy4ajHO] MPOMEHIBUBO],
IBCHUM KOMIIOHEHTaMa M  KapaKTepUCTHKaMa BHIIEIUMEH3MOHAIHE
CJIydajHe TPOMEHIbUBE.

Mebhytum, y npakcu Hajuenthe HUCMO y CTamy J1a OJPEIUMO TayaH
3aKOH BepoBaTHoha, mMa caMMM TUM HE MoOXKeMo nohu 70 moTpeOHUX
uH(OpMalrja O CIIy4ajHO] TPOMEHIBUBO).

[Topen Tora uecto je 3axkoH BepoBaTtHOha ozapehen pyHKIMjamMa Koje
3aBHCE OJ1 jeIHOT WJIM BUIIIE IMapaMmeTrapa. 3a KOHKPETHY aHaINU3y NOoTpeOHO
je, mpe cBera, yTBpAUTH BPEIHOCTH THUX IMapaMmerapa. TakaB je ciydaj ca
Hajuemthe kopuimthenom T3B. HopmamHom pacmogenom Kox Koje je
NoTpeOHO TMPETXOJHO YTBPAWTU CpEIMHE, BapujaHCe M KOBapHjaHCE
nocMaTpaHe BUIIETMMEH3UOHAIHE ClTy4ajHe TPOMEHJbUBE.

W Ha kpajy, yaKk U y pPEeTKUM cJydajeBuMa, KajJ HaM je TMOTIYHO
NO3HAT 3aKOH BepoBaTHOha, mNOTpeOHA je NPUIMYHO KOMIUIMKOBaHA
MaTeMaTHuKa arnaparypa 3a jeJHOCTaBHY aHAIH3Y.

3aro ciy4ajHE TPOMEHJPMBE U IHUXOBE pacIoleNe MOpamo
Ipoy4aBaTH Mpeko oapeheHor 6poja HyMEpPUUYKUX KapaKTEPUCTUKA, KOJUMa
hemo y noBOJbHO] Mepu MOhM Ja ONMIIEMO TOCMAaTpaHy CIy4ajHy
npoMeHJbuBY. Kao 1 KoJ| jeTHOIMMEH3MOHAIHUX CIy4ajHUX MPOMEHIBUBHX,
U OBE je MOTpeOHO mpBO onpenutu Ouexkusauwe 8pedHOCMU CIYIajHUX
POMEHJbUBUX U BUXOBUX (DYHKIIH]a.
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OcHnose seposammuohe

OuexknBaHa BpeIHOCT

OuekuBaHa BpPEIHOCT HEKe (YyHKLIMjEe ClydyajHE MPOMEHJbUBE
neguHUIIe ce Kao M KOJ jeAHOAMMEH3MOHAJIHMX HPOMEHJbUBUX, IPEKO
BpEIHOCTH Te (yHKIIM]E U 3aKOHA BepoBaTHOhA.

Tako je, Ha mpuMep, KOA JBOJUMEH3MOHAIHE CITydajHe TPOMEHJbUBE
(X,Y) ca 3axonom seposamnoha

Y Y1 Y2

X1 P11 P12

X2 P21 P22

ouexusana speonocm ynxyuje g(X,Y) jeonaka
E{g(an)} zzzg(xi’yj)pij (6.26)
i

3a wuenpexuone cayuajue npomenmuse (X,Y), ca 3akonom
seposamnoha f(X,y), ouexkusana eépeonocm ¢ynxyuje g(X,Y)oama je
UHMeSPanLoMm

0 00

E{g(X.Y)} = _[ _[ g(xy) f (x,y)dxdy (6.27)

[TocmaTpajmo, can, K-nuMeH3MOHAIHY ~ CIIy4ajHy  MPOMEHJBUBY

(Xl, Xz,...,Xk). Heka je To mpoMeHJbHMBA HETIPEKUTHOT THIA Ca 3aKOHOM

BepoBaTHoha.

[xlil,xzz,...,xkik X piliZI_iJ
IpH YeMy je

i,0{1,2,.} ,..i,0{ 12}
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

Ouekusana @peonocm  pyukyuje g(Xl,Xz,...,Xk) jeonaka je

suUleCmpyKom 30upy
E{ g(xl’ XZ""’XK)} = ZZ z 9 (Xl'l ’X2i2 ""xkik) plliZ"jk
h 2 Ik
Axo je cnyuajna npomenmusa (Xl, Xz,...,Xk). HenpeKuoHo2 muna
ca 3aKkoHom eeposamuoha f(Xl,Xz,...,Xk), maoa je o4ekusaHa 8peoHoCm
@ynxyuje g(Xl, X,, ...,Xk) Jjeonaxa euuecmpykom uHmezpay

0 00 00

E{g(X, X5 X )} = j j j g% X, %) F (% X, % ) dxgx, dx,

—00 —00 —00

[TocmaTpajmo nBe pyHKIIMjE CITydajHUX MPOMEHIbUBUX

o(Xs, o X)) i oh(X,, o X,)

Koje umajy ouexusane gpedHocmu. Taoa je ouexusana epeOHOCH TuUHeapHe
KoMOUHayuje 08ux (yHKyuja, jeOHaxa IuHeapHoj KOMOUHAYUjU FoUXOBUX
O4eKUBAHUX 8PEOHOCMU, Mj.

E{ag (X, X,) #bn(X, . X, )} =
=aE{ (X, X, )} +bE{N(X,,-.. X, )}

CrnernujanHo, OYeKMBaHA BPETHOCT 30Mpa WM pasiiKe CIIy4ajHUX
MPOMEHJBMBHUX jeAHAKa je 30upy WIM pa3iulld HUXOBUX OYCKUBAHUX
BPETHOCTH.

AKO Cy KOMIIOHEHTE CIIydajHe TPOMEHJbHBE Mel)ycCOOHO Hezasuche,
OHOA je O0UYeKUBAHa BPeOHOCH MUX0B02 NPOU3B00A jeOHAKA NpOU3800y
FoUXOBUX OYEKUBAHUX BDEOHOCMU, T].

E{ X, X,..X,} =E(X,)[E(X,)0.E(X,)

Koxa nBoauMensnoHaaHe ciydajHe npomensbuBe (X,Y) ouekuBaHa
BPEIHOCT 30Mpa, UK pa3jivKe, jeHaKa je 301py, WU pa3Iiiy, OYeKUBAHUX
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OcHnose seposammuohe

BpeaHOCTH. AKO cy X U Y He3aBHCHE, TaJa je OUeKHBaHa BPEAHOCT BUXOBOT
IPOM3BOJIA jeIHaKa MPOU3BOY HbUXOBUX OYCKHUBAHUX BPEIHOCTH.

MoMeHTH cily4ajHUX MPOMeH/bUBHUX

VY aHanM3M CcIOy4ajHUX TPOMEHJBUBHUX Hajyemhe ce KOpHUCTe
OYeKHMBaHEe BpeaHOCTH crienujanHux Qyakmmja g(X,Y), mpeko Kojux ce

nebuHunry 138. Momenmu.
Hexka cy I 1 S 1Ba HeHeraTHBHa 1iena Opoja.

Obuunu momenam, peoa (r,S), 0B00UMEH3UOHAIHE CAYYAHE
npomennuge (X,Y), npeocmasva ouekusany epedonocm @yukyuje.

g(X,Y)=X"[Y®

3a HempekuAHy CIy4ajHy HpPOMEHJbUBY, OOMYaH MOMEHAT, peja
(r,s) ouhe

me=E{X' ¥} =33 xvn (6.28)

Axo je (X,Y) HempekuaHa ciydajHa NMPOMEHJbHBA, OHJA j& FHCH
o0nuHM MOMeHT peaa (I,S) IaT HHTerpaioM

m, = E{X EYS = j Ix y* f (%, y)dxdy (6.29)

—00 —00

Cnenujanno, oonyan MomeHat, peaa (1,0), Huje HUIITA IPYro HEro
OUYCKMBaHa BPEIHOCT cllyyajHe mpoMeHsbruBe X. O3HauaBaMo ra ca

m, =my = E(X)

CnunuHo je 3a mpoMeHsbHMBY Y oOuuan momenar, peaa (0,1) je ouekuBaHa
BPEIHOCT ciy4ajHe nmpoMeHsbuBe Y. O3Haunhemo ra ca

m, =my, = E(Y)
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

OdeknBaHy BpPEAHOCT 3a X MOKEMO OAPEAWTH W3 MapTHHATHOT
3akoHa BepoBatHoha. OHa je mara 30upom

rr!(:izxi (b,

3a MPEeKUAHY Cly4yajHy IPOMEHJBbUBY, OTHOCHO, HHTETPaJioM

m, = [xf,(x)dx

3a HEMPEKUAHY POMEHIbUBY X.

Ha cnuyan HauMH ce MOXE OAPEAWTH M OYCKHMBAHA BPEIHOCT
npomensbuBe Y. buhe To 30up

m =3y, b,
]
OIHOCHO, UHTCTpaJl

my=iyfxykw

Tauka (m,,m, ) y pasau XOY , npejcrasiba medcuwme pacnooeie

ciyqajue npomensbuBe (X,Y). VY crBapu, To je oHa Tauka paBHH XOY 0ko
Koje ce ,Hajuenthe” Tpymnuiny nojeuHe BpeaHocty npomensbuse (X,Y).

Jpyry Kiacy MoMeHara ciry4ajHux npoMeHsbuBux (X,Y) umHE T3B.
YEHMPanHu MOMEHmMU.

Llenmpannuu momenam, peda (r,S), je ouekueana pedHocm QyHkyuje
g(X,Y)=(X-m)" (Y -m,)°

3a npekuaHy caydajHy npomeHsbuBy (X,Y), HEHTpaJIHH MOMEHAT
pena (r,S) ompelyje ce mpeko 36upa

=22 (% =) (y; —m)° p, (6.30)
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OcHnose seposammuohe

a 3a HEMPEeKHHY CIIy4ajHy POMEHJBHUBY IICHTPAIHU MoMeHar, pena (r,S),
JaT je HHTerpajioM

to= [ [ x=m)(y=m)t (x,y)bely (6.31)

—00  —00

VY mpakcu ce Hajuenthe kopucte neHtpaaHu MomeHTH pena (1,0),

0,2), (2,0), (0,2)i (1,1).
Huje Temko npoBepuTH 1a ¢y MOMEHTH M, | Ky, , jenHaxu O.

Ientpannu momenar pena (2,0) Huje HHIITA IPYro 10 eapujamca
cnyyajue npomensuse X. O3naunhemo ra ca

Ty = Iy = E(X =m,)

Kan ce wm3pa3 y 3arpaau KBaapupa U HCKOPUCTE OCOOMHE OYEKHBaHE
BPEIHOCTH, BapHjaHca cIydajHe MpoMeHIbuBe X Ouhe jeqHaka

o? =E(X?)-m}
OJIHOCHO,
0’5 =My = mf
pH 4emy je M, , o0uuHu MomeHar pena (2,0).

Bapujanca cnyuajue npomenmuse Y  je y CTBapH ICHTPATHH
momenar pena (0,2), 1j.

O; = o =E(Y —m)?

Bapujanca npomenspuBe Y, Takohe, ce Moke H3pa3uUTH MPEKO OOMYHUX
MoMeHarta. Haume, Bapujanca npomensbuBe Y je jeHaKa

0’5=”bz‘my2

IpH 4emy je M, oonanu MmomeHat pexa (0,2).
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

VY aHamM3W BUIICIMMEH3MOHAIHUX IMPOMEHJBHBHX, CIICHIHUjAITHY
yaory umMma ueHtpanan momenat peaa (1,1). To je T3B. kosapujanca
CYUAJHUX NPOMEHDUBUX.

Kosapujanca cnyuajuux npomenmsusux (X,Y) oeunuwe ce npexo
oueKusaHe 6PeOHOCmu

7, = E{(X -m)(Y -m,)}
a oopehyje ce npexo 36upa
T = thy =2, 2 (X ~m)(y; =m,)p, (6.32)

OaHOCHO,ﬂPGKOZHﬂneapdﬂa

Ty =ty = [ [ (x=m)(y—m,)f (x, y)dxdy (6.33)

—00 —00

W3 (2.32)unum (2.33)mako ce 100uja 1a je KoBapHjaHca jeaHaKa
Ty = 2,2 %Y, Py —mm,
i

OJHOCHO,

— 3

oxy:I

xyt (X, y)dxdy —mm,

—00 —

8

TaKo Ja je
O, =My —m.[m,
IpH 4emy je M, oomurn MomeHar pena (1,1).

[apamerpu 02, O i | 0,, TpencTaBkbajy Mepe Bapujabunurera

JBOAMMEH3MOHAIHE ClTydajHe nmpoMensbuBe (X,Y).
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OcHnose seposammuohe

Bapujanca O je mokasaTesb pacTypama OKO CpeiuHe M,
BPEIHOCTH TIPOMEHJbMBE X y TmpaBiy oce X, 0K je BapujaHca Gi

TIOKa3aTelb PaCTyparma IPOMEHIbUBE Y, OKO Cpeuue M, , y npaity oce Y.
Kosapujanca 0,, canpxu pactypama X-a i Y-a mojenuHauno, amm
HCTO TAKO M 3ajeTHUYKA pacTypama MPOMEeHIbUBUX X 1 Y.

[IpernocraBumo na cy X u Y HE3aBUCHE CIIy4ajHE MPOMEHJbUBE.
Taga je WUXOB 3ajeAHUWYKHM 3aKOH BepoBaTHoha jeIHAK TMPOU3BOIY
oaroBapajyhux MapruHajaHUX 3aKOHA BEpOBaTHONA, Tj.

P; = P. [p.;, ommocno, f(xy)="f X)T,()

1a KOBapHjaHCe UMa]y BPEAHOCTH

Ty =2 %P. 2 Y P, ~mm, =0
i j

0,y = [ X1, 090x] ¥, (y)dy - mm, =0

Cax moxxeMo xkoHcTaroBartu cienehe:

Axo cy X u Y He3zasucHe cuyuajne npomeHmuse, OHOA je HuUxo8a
Kosapujanca jeOHaxKa Hynu.

Ca nipyre crpane ako KoBapujaHca O, HHUj€ jeHAKA HYIH, OHIA TO

3HAa4YM Ja Cy pacTypama MpoMeHJbUBUX X W Y Ha HEeKW HauuH, MehycoOHO
noBe3aHa. [[pyrum peumma, 3naumhe To na mehy nmpomenssuBuM X u Y
MOCTOjU U3BECHA 3aBHCHOCT.

Koepuumjent xopenanuje

Jeman on OCHOBHHMX mpobOjemMa aHamu3e BHUILEAMMEH3MOHATHHX
CIly4yajHUX TPOMEHJPUBHUX j€ MpoOJieM Mepema Yy3ajaMHE 3aBHCHOCTH
NOjeIMHUX KOMIIOHEHTH CITy4ajHe POMEHIbUBE.

224



6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

[TocMarpajMo, TPBO, IBOAWMEH3HOHAIHY CIIy4ajHy MPOMEHJbUBY
(X,Y). IlpermoctaBUMO [a HEH 3aKOH BepoBaTHOha KMMa BpPEIHOCTH

pasMyUTe O HyJIe CaMO y OHMM Taukama (X,Y) 3a Koje je Y jeIHO3HauHO

onpehena ¢yHkumja ox X m oOpHyTo. [pyrmMm peumma, HEKa 3a CBaKy
BpeaHOCT X =X, MOCTOJU CaMO je€JIHa BPEIHOCT Y, 3a KOjy je BepoBaTHOha

pasmuuuta on 0. 3a TakBe cilydajeBe je 3ajeIHMYKH 3aKOH BepoBaTHoha
jeIHaK MapruHaJIHUM 3aKOHUMa BepoBaTHoha, Tj.

fFxy) = 1) =1,() (6.34)

Taoa kaxcemo oa cy X u Y nomnyno (@yukyuonaino) zasuche
cyuajHe npomensbuge.

[IpeTnocraBuMo caga nda je 3ajeMHUYKH 3aKOH BepoBaTHoha
cirydajae mpomersbrBe (X,Y) jenHak MpoM3BOIY MaprHHAIHUX, Tj.

F(xy) = 1,001, (y) (6.35)

Y ToM cnywajy, 3a cBaky BpeaHOoCcT X =X, BepoBaTHoha IOjeUHUX
BpEAHOCTH TmpoMeHJbuBe Y oxapelyje ce U3 MapruHaJIHOT 3aKOHa
BepoBatHoha f,(Y) ¥ He 3aBucH yommiTe o BpeAHOCTH X. JIpyrum peunma,
3a CBaKy BpPEIHOCT X, MPOMEHE CIy4ajHe MPOMEHJbUBE Y Cy MOTITYHO
HE3aBHCHE O] T€ BPEIHOCTH X.

Taoa kascemo oa cy X u Y (cmoxacmuuku) Hezaguche ciyuajue
npomeHbuge.

Y cBuUM ApyruMm ciydajeBuMa Melj)ycOOHOT OofHOca KOMIIOHEHTH
ciyyajue npomenspuBe (X,Y), kaxemo gma cy X um Y wmehycoOHO

KOpeJupaHe NpoMeHJbuBe. Jpyrum peunma:

Axo 3axon eeposammnoha cayuajue npomenmuse (X,Y) mnema
ocobune

f(xy)=f,(x) = f,(y)
f(xy) = (), (y)

Kagcemo 0a cy X u Y mehycobno xopenupane ciyiajHe npomeHsuse.
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OcHnose seposammuohe

Ha npumep, y N nana ce mepu o0uM majgaBuHa y aBa Mecta A u B.
Heka je X nHeBHa KoIW4YMHA MaJaBUHA y MeCTy A, a Y KOJIMYMHA TIaJaBHHA
y mecty B. Axo cy 4 u B Beoma Onm3y jeman apyrom, taga cy X u Y
NOTITYHO 3aBHCHE NMPOMEHJBHBE, Tj. CBAKO] BperHOCTH X oAroBapahe TayHO
jenna BpeaHocT Y, U OOpHYTO.

Axko cy 4 u B Ha cynpoTHuM cTpaHama 3eMJbe, MOKEMO OYEKHUBATU
na he X1 Y OUTH CTOXaCTUYKY HE3aBUCHE IPOMEHIBUBE.

Mebhyrum, xana ca 4 u B ynassenn mel)ycoOHO HEKOJIMKO CTOTHHA
KujgoMeTapa, Hehe ce gecuTH HUjeaH OJf TMPETXOJHUX EKCTPEMHHX
ciyyajeBa. Taga heMo mocMaTpaTH M3BECHY Kopenanuony Be3y usmehy X u
Y.

Cagna ce mocraBsba mpobieM yTBphuBama jeHOT MmapaMmeTpa, Koju
3aBHCH O 3aKOHA BepoBaTHoha M KOjU TpEACTaB/ba MEpy KOpelaluoHe
3aBUCHOCTHU IIPOMEHIBUBUX X 1 Y.

VY CTaTUCTHUYKUM HCHUTHBAaKUMa KOPUCTH CE BEOMa BEIHKHU Opoj
nmapameTrapa Kao Mepa KopenaluoHUX Be3a. Mmak, Hajuemthe ce KOpHCTH
T3B. Koeuuyujenm Kopenayuje, KOju CIY)KH Kao Mepa JHMHEapHE
3aBUCHOCTH IOPMEHIBUBUX X 1 Y.

Koedpunmjent kopenaunuje je nepuHUCAH MPEKO BapHUjaHCH H
KOBapujaHCH ciy4ajHuX npomensbuBux X u Y. Bugenu cMo 1a koBapujaHca

O,, Caupku y cebu BapujabMIMTET MNPOMEHIbHMBE X, BapujaOUIUTET

npomeHJbuBe Y U y3ajamHe npoMeHe X u Y.

Ja ©Oum 1o0winM dYHCT TOKa3aTesb 3ajeJHHYKHUX  OJCTYIamba
npomMeHJbuBUX X U Y, MOTPEOHO je 1a y KOBApHUjaHCH ETUMHHMIIEMO OHAj
JIe0 KOjU je TOCHeAMla IOjeIMHAYHUX OJCTyNama IpPOMEHJbMBE X U
poMeHJbUBE Y.

[lojenunayna oxctynama mnpoMmeHsbuBUX X uW Y  Mepumo
CTaHJapJHuM JieBUjanujama O, i O,. 3aro hemMo kOBapujaHCy MONENUTH

cao, io,.
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

Taxo hemo 0obumu uzpas 3a Koeguyujenm Kopenrayuje

P= LR (6.36)
0,0, '
OBako neduHHcaHUM KOePUIMjEHT Kopenanuje mocenyje cueaehe
0COOMHE:

Ocoouna 1. IlpernioctaBumo a cy X 1 Y HE3aBUCHE POMEHJBUBE.
Tana je wUXOBa KOBapHjaHCa jeHaKa HyJH, 1a UMaMO TBpheme:

Axo cy X u Y nesasucHe ciyuajne npomeHnmuse, muxoe koeguyujenm
Kopenayuje P jeOHax je HyIu.

[TocraBma ce, cam, OOpHYTO mUTame. AKO je KoepUIHjeHT
KopeJanMje P, jeqHak Hyad, Aa Ju cy X U Y He3aBHCHe cCiaydajHe
NpoMeH/bUBe?

Haxanoct, onroBop je HeraruBaH. Hamme, mMoxxe ce JecuTu na je
KOeQHIMjeHT KOopeJanuje jeIHaK HyaH, anu u3Mely npomeHpuBux X u Y
MIOCTOjU YaK U (PyHKIIMOHATHA BE3A.

Ha mpumep, Heka je 3akoH BepoBaTHohe cllydajHEe MPOMEHJBHBE
(X,Y) mar pyHKUHjOM

3ax’ +y’ <R
f(xy)= R?mr

0 3ax® +y® >R’

Tana je koBapujaHca JaTa u3pa3oM
_ 1
o, = ny[—lﬁdxdy

npu ueMy je D o6macT yHyTap kpyra X + y* = R”.
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OcHnose seposammuohe

Y npBom u tpehem kBaapanty XOY paBHHM, NOAMWHTErpaiHa
GyHKIIMja je TO3WTHBHA, a Yy IPYroM M YETBPTOM j€ HEraTWBHA. 3aTo je
0,, =0, Taxo xa je koehuuujent xkopenanuje P=0.

Mehytum, ako je X =0, onga ce Y mema yHU(DOPMHO Y HHTEpBAITY
(-R;R), a ako je X=R, Y moxe y3eru camo Bpeanoct O, mTo 3Ha4YM 1a
n3mehy X u Y nmocroju GyHKIIMOHATHA 3aBHCHOCT.

Ocoouna 2. Koepunujent xopenaruje uma Bpeaoct +1 wmm -1,
ako u camo aky cy X u Y wmehycoOHO IMHEapHO 3aBHCHE CIIy4ajHE
IPOMCHJbHBE.

Jloka3. [IpBo hemo npernocraButu 1a cy X U Y JJMHEAPHO 3aBUCHU.
Heka je Ta 3aBUCHOCT m3paxeHa (QyHKIIA]OM

Y =aX +b (6.37)
Ha ocHOBY 0cOOMHE 0O4eKUBaHE BPEIHOCTH, UMaheMo Be3y
m = am, +b (6.38)

Kosapujanca je jennaka

0, = E{(X -m)(Y-m)}
3amemyjyhu (6.37)u (6.38)y ropmu uzpas goomhemo
o, =E{(X-m)[a(X -m)+b-b]}

OJTHOCHO,
o,, =aE{(X -m)*} =ac? (6.39)

Ca npyre ctpane u3 (6.37)1006ujamo

X = lY —E

a a

TaKo Ja je KoBapujaHca jeHaKa
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

S | VAR I - PSRN —m)?
JW—E{[a(Y m,) a+€J(Y my)} aE{(Y m,)’}
OJTHOCHO,

o, = iaj (6.40)

Mmuoxehu (6.39)u (6.40),100uhe ce

2 _ 42 2
o, =0, 0,
OJTHOCHO,
o, =10,l0, (6.41)
Ako je a>0, oHma je O, NO3UTUBHO, Na je KoeUIMjeHT
KOpeanmje
p::C&[]E =1
o, o,

a axo je a<0, ouza je O, HEraTMBHO, I1a je

Q

|]Ty
|]Ty

p= -1

Q

a To je Tpebaso JOKa3aTH.

Caga hemo mpermocTaBUTH JAa KOe(PUUHMjEHT Kopejanuje HMa
BPEIHOCT

p==%1
VY Tom ciydajy je
2 _ 2 2
o, =0, 0,

OJHOCHO,
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OcHnose seposammuohe

b
O3HaurMO ropmH KOMHYHKK ca A . Jloouhemo aBe jeqHaunne
o, —Ao; =0
o;-Ao;, =0
a TO C€ MOJKE U3PA3UTH MPEKO OUCKUBAHUX BPEIHOCTH
E{(X -m)(Y-m)} -AE(X -m)? =0
E(Y -m,)? - AE{(X -m)(Y-m,)} =0

Kopucrehn ocoOuHy oOYeKkHMBaHE BpPEIHOCTH, TOPHE JEIHAYMHE CE MOTY
HaIlUCATH y OOJIHKY

E{(X -m)(Y-m)-A (x-m)?} =0

E{(Y-m)? -A (X -m)(Y-m,)} =0

AKO TIpBY jeqHaYWHY IIOMHOKHMO ca —A © cabepeMo ca JIpyrom,
nobuhemo

E{(Y-m)* -2} (X-m)(Y-m)+A* (X-m, )} =0
OJIHOCHO,
E{(Y-m)-A(X-m)} =0

[opwy wW3pa3 mpencraB/ba OYCKHMBAHY BPETHOCT KBaJpara jeaHe
ciIyJajHe MpoMeHJbuBe. Ta ouekrBaHa BpeIHOCT Ouhe jeqHaKa HyJIH jeIuHO
ako je

(Y-m)-4(X-m)=0
OJIHOCHO,
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

Y-m, =A(X-m)

a 1o 3Haun nga usMmehy Y m X mocrtoju nmuHepHa Besa. To je m Tpebaro
JIOKa3aTHu.

Ocobuna 3. Koeguyujenm xopenayuja uma epeonocm usmehy
-lu+1l

Jloka3. Ilocmatpahemo u3pas

{t(x-m)+(y-m)}°

neduHucaH 3a cBako peayHo t. OdekwBaHa BPEIHOCT OBOT H3pasa je
HEHETaTUBHA, Tj.

2
E{t(x ~m)+(v-m)} 20
Opnaspe ce, mocie KBaApupama, 100uja 1a je
2 .2 2
t'o +2to,+0,20
IITO MPEJICTaBJba KBAAPATHU TPHHOM Ca HETATHBHOM TUCKPHMHUHAHTOM,
2 _ 2.2 2 2 32
0, — 0,0, <0, oxHocHo, 0, <0, [T,
olakie ce nobuja aa je
pP<l
a To je u Tpedaso J0KazaTu.

VY mpakcu ce Hajuemhe kopuctu T3B. Hopwmanna pacmojena.
Bunehemo kacuuje na 3a wy Baxku cieznehe TBpheme:

Kao (X,Y) uma Hopmanuy pacnodeny, maoa cy X u Y nezaguche
axko u camo axo je wuxos koegpuyujenm koperayuje P=0.
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OcHnose seposammuohe

Ilpumep. U3 ckyna umdapa (1,2,3,4,5), Ha ciaydajaH HauyMH Ce
6upajy nBe mudpe. Heka je X Opoj HemapHux OpojeBa, a Y Opoj mapHHX
OpojeBa Mely uzabpanum mudpama. Tazaa je 3akoH BepoBaTHoha (X,Y) mar

N 0 1 2
X

TadenoM

—_~
NN
S—

o f o | o | ()
G)E)
2 B RO
()
2 [ G| o | o
Bapujance he umatu Bpeanoctu
o; =0, = %
a KOBapHjaHca je jeJJHaKa
9
ny = —g

na je xkoepunujeHt kopenanuje P =—1. To 3Haun na cy X u Y JUHEApHO
3aBHUCHU. 3ancta, u3melhy X u Y mocroju Beza X +Y = 2.
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

JucnepcroHa 1 KopeJaaluoHa MaTpuua

Kon k-auMensunoHanmHe ciy4ajHe TpPOMEHJbUBE (Xl,Xz,...,Xk),

napameTpu ce oapelyjy Ha CliM4aH HaYMH Kao U KOJ JBOJMMEH3MOHAIHE
IIPOMEHJbUBE.

OCHOBHM TapaMeTpHU MPEeKO KOJUX CE MOTY YTBPAWUTH H3BECHE
ocobuHe k-auMeH3noHaHe City4ajHe IPOMEHIbUBE, Cy cienchu:

a) Kcpeamux BpeaHoCTH Wi, Kpahe, cpeduna

m,m,...,m
0) K Bapujancu
02,05,...,0%

B) k(k-1) xopapujaHcH
OppreiO0 O e P 10 ()i

Heka je gpgara  k-TuMEH3MOHIIHA — CilydajHa  ITPOMCHJbHBA
(Xl,XZ,...,Xk) npekugHor tuma. Heka je 3a i-my xommoHeHTy X,

MapryuHaJIHM 3aKOH BepoBaTHOha

Xi Xii X2i
Pi Pui Poi

OuekuBaHy BpeIHOCT KOMIIOHEHTe X; o3HauyaBahemo ca M. To he

ouru

m = E(Xi) :;in P;i

Axo je (Xl,Xz,...,Xk) HETIPEeKUJHOI TUIlA, OHJA j€ OUYCKUBAHA

BPCAHOCT i-me KOMIIOHEHTE JAaTta UHTCrpajiomMm

m :_]:,Xi fi(Xi)dXi,

233



OcHnose seposammuohe

npu yemy je f, (Xi)o/:[FOBapajth MapruHAJIHM 3aKOH BepoBaTHOha

IpOMEHJbUBE X; .

Tauka M, ca koopmHaTamMa

(m,m,,...m)

IIpeJICTaBsba medicuwume  pacnooene clly4yajHe IIPOMEHJbUBE
(Xl, X2,...,Xk) .To je Ta Tauka y K-IMMEH3HOHAIHOM MPOCTOPY OKO KOje

ce ,Hajuemhe” Tpynuily MOjeIMHE TadKe IIeJIe PacIojieie IMocMaTpaHe
IPOMCHJbHBE.

3a CcBaKy KOMIIOHEHTY CiydajHe HpOMeHIbI/IBe(Xl, X2,...,Xk) ,

MOXEMO OJIPEANTH HEHY BapHjaHCy MPEKO HEHOT MaprHHAIHOI 3aKOHA
BepoBaTHoha. 3a i-my KoMnoHeHTy To he Outn

o’ =E(X, -m)’
OJTHOCHO,
Jiz — E(xiz)_mz

Ilocmampahemo  06e  Komnowewme  ciyuajHe  NPOMEH/bUBE
(Xl, X2,...,Xk). Hexa ¢y mo X, u X;. H3 3ajeOnuuxoz 3aKona
seposamHnoha, modcemo oopeoumu 0800UMEHIUOHATHU MAPSUHAIHU 3AKOH
seposamuoha 3a NpoMeH LUy (Xi , Xj) , 4 U3 e2a 00peoumu Ko8apujaucy

npeKo ouexusane epeoHoCmu
g; = E(Xi _m)(xj _mj)
OJIHOCHO,
g, =E(X,X;)-mm

Ha Taj maumn nobmmu cmo ykymao K[k =k® BapuwjaHcu wu
KOBapujaHCH. IbiX MOKEMO HaIMCATH Kao eJIeMEHTe KBaIpaTHE MaTPHIIE
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

0-ll 0-12 Olk
2
021 022 0-2k
W =
2
le 0k2 0-kk

Marpunia W, HazuBa ce JAHMCIIEPCHOHA MaTpHlla CiydyajHe

MIPOMCHJBUBE (Xl, Xz,...,Xk) .

[Tomrro je
E{(Xi -m)(X, _mi)} = E{(Xj -m;)(X, _m)}

OHJIA je

HITO 3HAYH J1a j€ TUCIIepCHOHA MaTpUIla CUMETPUYHA U CaJIPKU YKYITHO

k(k +1)

2

pa3MuUTHX ejeMeHaTa. Ha nujaroHany IQucriepcHOHE MaTpHIle Haja3e ce

BapHjaHce KOMIIOHEHTH CIIy4ajHe IPOMEHIbHBE (Xl, X, ,Xk) .

3a cpake nBe Kommouente X iX; k-auMeHzuoHanHE CiydajHe

IPOMEHJbUBE MOXKEMO OJpPEIUTH HUXOB KoepHuMjeHT Kopenamuje. Ha
OCHOBY JieUHUIM]E KOSPUIHjeHTa KOopealrje, TO je KOIUIHHUK

g;

_O}Difj

B
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OcHnose seposammuohe

Mampuya, uuju cy enemenmu Koepuyujenmu Koperayuje, uma
o00aux

1 P, o Py
= P
R=0O 0O U
-7 Pl
(. - - 1 -~

U Hasuea ce Kopeiayuona nampuyda.

O3naunmo ca D jgujaroHanHy wmaTpuily ca CTaHIApIHUM
JieBHjaliijaMa KOMIOHEHTH X, ..., X, ,Ha AMjarOHaJIN.

o, 0 .. O
0O o, ... O
P=lg o 0
0O O 0,

Tama ce mucnepcuona wMatpuna W MoXe U3pa3UTH MPEHKO
KOpeJIalMoHe MaTpHIle ca

W = DRD (6.42)

Hcro Tako ce W KopenamuoHa marpuma R Moke M3pa3suTH MPEeKo
JUCIIEPCUOHE MATPHIIE, jep je

R=DWD™ (6.43)

npu yemy je D™ umHBepsHa MaTpuia marpuie D, oJHOCHO AWjaroHaaHa
MaTpHlla KoJ Koje Cy Ha JMjaroHajlu pelMIpoYHe BPEIHOCTH CTaHIApIHUX
JieBUjallja CIIy4ajHUX IPOMEHJbUBUX X,,..., X, ..

[MocmaTtpajMo JMHEApHY KOMOHMHALM]y KOMIIOHEHTH Clly4yajHe

MIPOMCHJbUBE (Xl, ) ST ,Xk) o0JIMKa
tl(X1 - ml) + tZ(XZ— m2)+...+tk(Xk - m)
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

OueknBaHa BPEIHOCT KBajapaTa OBE JMHEApHE KoMOWHAIHMje je
HEHeraTUBaH 0poj, Tj.

E{Zti(xi—m)}zzo

Kopucrehun ocobune ouekmBaHe BpPEAHOCTH, MOCJIE KBaJApHpamba

nobuhemo
2.2 tto; 20
i

a TO TpeJicTaBJba KBaipaTHy (popMy urja MaTpuIla je TUCTIEPCHOHA MaTpHIla
W. OBa kBaaparHa (opma je HEHETaTHBHA JEIMHO aKO j¢ HEeHa MaTpHIla
MO3UTHBHO cemuaeduHuTHA. TO 3HAYM na je oxaromapajyha aerepMuHaTa
JMCTIEPCHOHE MaTpPHUIlE HEHETaTUBHA, Tj.

detW =0

a m3 penammje (2.41) cnenu nma je, Takohe, AeTepMHHAHTAa KOpEIAIHOHE
MaTpHIle HEHEraTUBHA, Tj.

detR=>0

PaHr gucnepcuoHe M KOpeJaluoHe MaTpUIle

Ca o2, Gf,, O,, O3HaYWIM CMO BapHjaHCe M KOBapHjaHCe

KOMIIOHEHTH ciiydajHe npomensbuBe (X,Y). EbeHna aucnepcnona martpuiia
je

W = Ox Ox
- v,
GVX Oy

a JICTCpMHUHAHTA j€
2.2 2
detW = o0}, - 05, 20.

Y oBoMm citydajy, panr marpunie W moxe 6utu 0, 1 nmm 2.
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OcHnose seposammuohe

Axo je panr marpune W =0, To 3Hauu Ja cy BapujaHCe KOMIIOHEHTH
Xwu Y jennake 0, 1j. 0 =0}, =0.

Taga cy maprunaiHe pacmojeiie 00e KOMIOHEHTE TakBe Jia je Iefa
Maca KOHIIEHTpHCAaHa y jeTHO] TauyKu. Y JBOAMMEH3MOHAIHOM MPOCTOPY je,
JaKJie, Iena Maca KOHIICHTpHUCaHa y jenHoj Tauku. OOpHyTO, ako 3HaMo Ja
je 1ena Maca pacrojiesie KOHIICHTpHCaHa y JeTHOj TauKH, OHJa TO 3HA4YH Ja

Cy BapujaHce KoMIoHeHTH jenHake O, ma w3 m3pasza 3a nerepmuHaHty W
cienu na je

detW =-g7, 2 0
wro 3HauM Ja je O, =0. Panr aucnmepcnone marpuue W je, y oBom
ciyyajy, jennak O.

[IpernocraBumo, caf, na je paur matputie W =1. Tana he kBagpaTHa
dopma umaru Bpeanoct O 3a Heko t =t;, u U=U,, a To he 6uru moryhe
JeIMHO aKo je IeNia Maca pacmojene ciydajue mpomersbue (X,Y)
pacniopehena Jtyx mnpase

tO(X —m()+u0(Y—m/)=O

OO6pHyTO, aKo 3HaMO Ja je Lesa Maca pacropeheHa 1yx npase, OHAa
TO MOpa OUTH mpaBa 00JIHMKa

tO(X —m()+u0(Y—rTL)=O

TaKo Ja je OYeKMBaHa BPEIHOCT HEHOT KBaipaTa y Tauku t,, U, , jeqHaka
— 42 52 2.2 __
E{(t(x —mx)+u(Y—my)} =t’0} + 2uo,, +u’c,; =0

mTo 3Ha4M 11a je panr marpuie W =1.
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

Ha Taj naumn cmo naka3zanu cienehe TBpheme:

a) Paur mucmepcuone martpuiie W=0 ako, U camo axko je
YKyIIHa Maca pacmojene ciydajue mpomensbuBe (X,Y)
KOHIIeHTpHcaHa y jenHoj Tauku XOY paBHH.

6) Paur mucmepcwone marpume W=1 ako, ¥ camo ako je
YKyIIHa Maca pacmojene ciydajue mnpomenssuse (X,Y)
pacrniopehena ayx jeaHe mpaBe, ajau He Y jeTHO] TauKH.

B) Panr marpuiie W=2 oHma U caMO OHJa Kaj HE MOCTOjU
mpaBa AyX KOje je KOHIIGHTpHMCaHa CBa Maca pacrojeie
cnyuajue nmpomensprBe (X,Y).

HapaBHo, 0BO TBpheme ce MOXE YOIIITUTH U Ha K-TUMEH3HOHAIHY
CITy4ajHy IPOMEHJBUBY (Xl, X, Xy ).

Ja 6u pane oucnepcuone mampuye W 3a K-oumensuonanny cayuajuy
npomenmsugy 6uo maru 00 K, nompebno je, u 0osomno, oa je yena maca
pacnooeie KOHYeHMpPUCAHa Ha TUHeapHu NOONPOCMop OUMEH3Uje Marbe 00

K.

Hucnepcuona mampuya W K-oumensuonanne ciyuajue npomeHmuse
(Xl, X, ,Xk) , uma pane jeonax K onoa, u camo onda kao y npocmopy R,
He NOCMOoju XUuneppasan Koja caopocu yery Macy pacnooeie CrydajHe
npomeHbuse.

U nHa kpajy, HalOMEHUMO J1a OBa TBphema, Koja ce 0JHOCE Ha PaHT
nucriepcuone Mmarpuiie W, y MOTHYHOCTH Bake M 3a PaHT KOpeJaluoHe
Mmatpuie R.

ITpumep. Heka je y cepuju ox 100 npoussoma p,% mnpse kiace,

p,% npyre knace, P,% tpehe u p,% uverBpre Kiace. AKO Ha CiydajaH
HauMH OupaMo  JeceT TMpOM3BOAA, Taja MOXKEMO IOCMaTpaTu
YETBOPOJUMEH3UOHAIIHY CIIy4ajHY TPOMEHJHUBY (Xl, X, X5, X 4) KOJI KOje
X, mpencraBipa Opoj mopu3Boja i-me kiace y y3opky ox 10 mpomsBopa.
OgBa cinyyajHa TPOMEHJbMBA MMa 3aKOH BepoBaTHoha
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10!

e e <1 PR P
X XX X!

p(Xl,XZ,XS,X4)=

opu 4emy je X D{O,ZLZ,...,l(} 3a cBako | =1,2,3,4. JacHo je ma he Outu
X, +X,+X,+X,=10. 3aro he oBa ciyyajHa IpPOMEHJbMBA HMAaTU

TUCTepCcuoHy MaTpuily panra 3. OuekuBaHe BpPEJHOCTH W BapHjaHCe
KOMIIOHEHTHU CYy

E(X,)=10p;; E(X,)=10p,; E(X,)=10p,; E(X,)=10p,;
o} =10p,(1-p,); 0F=10p,(1-p,);

02 =10p,(1-p,); o =10p,(1-p,);

Kosapujance he numaTtu BpenHoctu

O = _10p| P;
na je AMCIIepPCUOHA MaTpHIla jeHaKa
p(l-p) -pP, PP, PP,
weio PP P(lmPl)  -ppa o -p,
PP PPy Ps(l-py)  -pP,
~PP, ~ PP, g p4(1_ p4)

oJlaKJjIe je Jako 3ak/byuuTs aa je detW =0, mrTo 3Ha4m 1a je paHr MaTpHIiie
W mamu ox 4. JIako je mpoBEepUTH Ja je TO MaTpHIla paHra 3.
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

6.3. PETPECUOHA AHAJIN3A

VY cBakoj Hay4HO] IUCIMILUIMHK OCHOBHH INpoOsieM je yTBphuBame
Be3a u3Mel)y mpoMeHJpMBUX BenMuMHA. Te Be3e MOry OWTH TMOTIIYHO
onpehene. Ha mpumep, y ¢pusnnum ce Moxxe yTBpAUTH TauHa (PYHKIIMOHAIIHA
3aBUCHOCT u3Mel)y yaaJbeHOCTH 00jekara Ol 3eMJbE€ U T'PAaBUTAIMOHE CHUJIE,
WM u3Mel)y raca y 3aTBOpPEHO] IOCY/Id U TeMIepaType.

Mebhytum, y OHOJOMIKUM W JPYIITBEHMM HayKamMa MOpPaMo ce
CYOUHTH Ca MHOTO KOMIUIMKOBaHHjOM cuTyarujoM. OBie MMaMoO Janeko
Mame pasjora Ja OueKyjeMO OTKpHBame TayHO onapehene Bese usmely
POMEHJbUBUX BEIMYMHA. 3aTO Cy C€, Yy OBUM HAayYHMM IUCIHILTMHAMA,
MopaJla KOPUCTUTU CTaTUCTHYKA M3ydaBama KOja Mepe MpOCeYHEe MPOMEHE
jeaHe BeNMYMHE U3a3BaHEe NpPOMEHaMa Jpyre BeluuuHe. Peepecuona
aumanuza yrnpaBo MMa 3a b a YTBphyje U MepH Be3€ TaKBOT THIIA.

Perpecuone kpuse

[TpBo hemo mocmarpatu ABOJAMMEH3HOHAIHY CIyYajHy IPOMEHIbUBY
(X)Y) ca 3axkoHom BepoBaTHOha f(x, y). Ako (uxcupamo BpemHOCT
cllyyajHE TpOMEHJbMBE X, Tj. CTaBUMO Ja je X=X, oHga he ciydajHa
npoMeHJbHBa Y y3UMaTh BPEAHOCTH M3 HHTEpBAJIa (— 00; 00) u umahe 3akoH
BepoBaTHONA M3pakeH MPEKO YCIOBHOT 3aKOHA BepoBaTHOhA

f(y/x)=—f (x¥)

f(x)

Kao 1o je npukazaxo Ha Ci. 6.6.

MokeMo cmarpatd 1a je X ,He3aBHCHa  TPOMEHJbUBA, TaKO Ja
CBaKOj BPEAHOCTH X OJroBapa jeJHa cCilyyajHa MPOMEHJbHBA Y ca CBOJUM

YCJIOBHUM 3aKOHOM BepoBatHoha f (y/ X) :
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OcHnose seposammuohe

Ja Ou ucrutamyu mpoMeHe ciay4ajHe MpoMeHJbHBE Y Yy 3aBUCHOCTH
on mpomeHa X, MOXKEMO IIOCMaTpaTH jeAHY BPEIHOCT CIIy4ajHE
nmpoMeHJbMBEe Y Kao ,TMpeACTaBHUKA  IIeJie YCJIOBHE pacrozene 3a Y.
HapaBHo, To Mokxe OMTHM HEKHM OJ IapamMeTapa ILEHTpadHE TEHJICHIIH]E
ClIy4ajHe MPOMEHJbUBE Y, Ka0 Ha MPHUMEpP MOJIYC, MEJWjaHa, apUTMETUYKA
CpeIrHA U CITUYHO.

Y i

Z
Cauxa 6.6. Ycnosnu 3axonu eeposamnoha.

VY mpakcu, ce yIrJIaBHOM, y3WMa Kao ,TNPEACTaBHUK OYEKHBaHa
BpeAHOCT ciy4ajHe mpomeHsbuBe Y. Tako hemo, 3a cBaky BpemgHOCT X,
nobutn oxrosapajyhy ouexusamy Bpentoct E(Y/X), kojy hemo ozHaumnTn
ca

m,(x) = E(Y/ x)
Ckyn mauaka

[ y=m,(x)] (6.44)

y pasnu XOY, npeocmaemahe Kpugy nuHujy Koja ce HA3UBA pPezpecuoHd
Kpuea 3a cayuajuy npomen.sugy Y y 00nocy na X.

Ha ocHOBy o0OimKa perpecMoHe KpuBE MOTY C€ YTBPIUTH TadHE
npoMeHe cpeanHe (OYeKMBaHE BPEJHOCTH) CilydajHE MPOMEHJbUBE Y Y
3aBUCHOCTH O]l MpoMeHa Apyre ciydajue npomeHbuBe X. To he Ham
MpeACTaB/baTH TOJIa3Hy HHGOPMAIHN]y Y aHAJIM3U MPOMEHA caMe CITyvajHe
MpOMeHJbUBE Y.
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

Perpecrona kpuBa, mata ckymoM Tadaka (6.44), npukasaHa je Ha
Caunum 6.7.xkpuBoM (a).

)

(@)

Cnuka 6.7. Pecpecuone kpuse

A caxg Moxkemo mocmarpatd Y Kao ,HE3aBHCHY TPOMEHJbUBY.
Cgakoj BpenqHocTH Y=Y, oaroBapahe cirydajHa mpoMeHJbHBa X ca YCIOBHHM
3aKOHOM BepoBaTHOha

t(x/y)= ff(j;,y))

Kao 3a ceaxy epednocm Yy oopedumo ouexugany epedHocm X Kojy
hemo o3nauumu ca

m(y)=E(X/y)

maoa he ckyn mauaxa
[x=m(y):y] (6.45)

npeocmagmsamu Kpugy JIUHUY, Koja ce HA3U8a pezPecuoHa Kpuea 3a
cayuajny npomenougy X y oonocy na Y (Cnuxa 6.7. (b)).

VY omirem ciydajy, perpecuone kpuse (6.44)u (6.45)uehe ce mokimonuTH.
Kon Hexux momena pacnonene perpecuone kpuse (6.44)u (6.45)cy npase
JMHU]E.

VY cnenyujanHoM city4yajy kajx cy npomensbuBe X U Y MehycoOHO
HE3aBUCHE, YCIOBHM 3aKOH BEpOBaTHOha 3a MpPOMEHJbHBY Y CBOJIMU C€ Ha
MapruHaJIHM 3aKOH BepoBaTHOha

243
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f(y/x)="1,(y)

TaKo Ja je
E(Y/x)=m,
VY ToMm citydajy perpecroHa KpHBa je CKyI Tadyaka
[xy=m)]

a TO Cy Tauyke Ha IMpaBoj mapajenHoj X ocH, Koja cede ocy Y Yy Tauku
y=m.

Ha cnvuaH Ha4WH ce MOXKe 3aKJbYYUTH Ja he W Jpyra perpecuHa
KpuBa OUTH CKYII Tayaka

[x=m;y]
a TO je MpaBa JIMHU]ja NapaienHa Y ocH, Koja cede ocy Xy Tauku X =M.

OuwnrienHo je J1a cy perpecuoHe KpHUBE, y OBOM CIlIy4ajy MpaBe Koje
Cy HOpPMaJHE jelHa Ha JPYr'y M KOje C€ CEeKy y TEXHIITY pacrojelne

(m,m,).

Y npyrom ekcTpeMHOM ciy4dajy, kaa ¢y X u Y TOTIYHO 3aBUCHE
ClIy4yajHE NMPOMEHJbUBE OYECKMBaHA BPEAHOCT Y TOJ YCIOBOM Jaa je X=X,
MOpa ce TIOKJIONHTH ca BpeaHomhy Y Koja oAroBapa MOTITYHO] 3aBUCHOCTH.
AHaJIoraH 3aKJby4aK C€ MOXKE M3BECTH M 32 YCIOBHY OYCKHBAHY BPEIHOCT
X. Tako umamo cneaehe TBpheme.

Axo cy X u Y nomnyHo 3a8uche ciyuajue npomensuge, maoa ce obe
peepecuone Kpuee NOKIAnajy mehycobHo u npeocmasmajy Kpugy Koja
002o6apa ee3u npomerbusux Xu Y.

Ha cnvuan HaywH ce MOTy JAe(HUHHUCATH U PErpEeCHOHE KPUBE H Y
ciydajy kan je (X,Y) npekuHa ciaydajHa mpoOMEHIbHBA.

3a cBaky BpEAHOCT NpOMEHJbMBE X =X, M JApyra cly4ajHa
npomeHsbuBa Y y3sumahe BpenHocTH Y,,Y,,... C€a YCIOBHUM 3aKOHOM
BepoBaTHOha
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_ B
Py _E

Vca0BHY 04eKHBaHy BpeIHOCT 03Haunhemo ca m, (Xi ) To he obutn

1
mz()ﬁ) :Zyj Pji :Ez Yi Epij
J (]
Taxo hemo 0obumu ckyn mauaxa

[)g;yi :mz(>g)] i=1.2,... (6.46)
Kojum he bumu npedcmasmena pezpecuona ee3a Y,y 00Hocy Ha X.
[Ipu Tome je mz(xi) YCIIOBHA OYEKHBaHa BPEIHOCT Y, MO/ yCIOBOM Ja je€
X =X.
Ha cauyan nauun he ckyn mavaka
[x]. :ml(yj),y].] j=1,2,... (6.47)
npedcmasmamu pezpecuony ee3y X,y oonocy na Y.

[Ipu Tome je ml(yj ) yCJIOBHA OYEKHBAaHA BPEIHOCT 3a X MO YCIOBOM Ja je
Y=vy,.

Y ob6a ciydaja, mocMaTpaHe Tadyke MOXKEMO CIIOJUTH TIPaBUM
JUHYjaMa U Ha Taj HAYMH JOOWTH PErpecuoHe KPUBE MPEKUIHE CITydajHE
IPOMEHJBUBE (X,Y). Perpecnone kpuBe uMajy jeIHO BeOMa BaKHO
ONTUMAJTHO CBOJCTBO HA OCHOBY KOTa C€ MOTY CMaTpaTH Kao ,Hajoosbe
Moryhe” orieHe jeHe TPOMEHIBMBE TTPEKO BPEAHOCTH IPYTe MPOMEHIbHBE.

Hanme, ako jkenmnMo aa 3a mojeuHe BPeAHOCTH X, MPEABUINMO
BpPEIHOCT Y, OHJIa TO MOXXEMO YYHMHHTH TaKO MTO heMO OJpeauTH HEKY
(GyHKIIMOHATHY Be3y 00JIMKa
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OcHnose seposammuohe

IPU YeMy CMO O3HA4YMIH caY,, BpenHoct Y oxpeheHy u3 GpyHkuuje g, a Ha
OCHOBY BpEIHOCTH X.

Hame npenBuhame he Outu 60/b€ YKOIUKO j€ OJCTYNAKE TOjSAMHUX
npeaBuheHrX BPEAHOCTH Y, W HpaBux BpeaHocTH Y, mTo Mame. [lomro

OJICTyIak€ MEPUMO BapHWjaHCOM, OHJAa TO 3HA4YM Ja Tpeba mda
MUHHMH3HpPAMO OUYEKHMBaHy BPEIHOCT KBajpaTa pas3jihKa TMpaBUX U
npeaBuhennx BpemaHoctu. [Ipema Tome, Hamie mpenBuhame je ,,HajoosBE”
aKo

2 2
E{(Y—Yp)} = E{Y-g(x)} (6.48)
UMa HajMamby MOryhy BpeaHOCT.

Jaxune, Ham musb Ou Ouo ga ce, o cBUX (yHKIHja g(X), Halje oHa
¢dynkuuja kox koje he (6.48)umatn mMuHMMaIHy BpeaHocT. M3pas (6.48)
NpelCTaB/ba CPEOmkE KBAIPATHO OJNCTYMAlkEe NpPaBUX U NpeaBul)eHHX
BpPEIHOCTH 32 Y, a NOCMYNax Kojum ce MUHUMUUPA CpeOre K8aOpamHo
o0cmynarbe, Ha3usa ce Memood HaAjmMarux Keaopama.

VBepuhemo ce a perpecuoHa Kpusa
[% y=m,(x)]
MUHUMU3UPA CPEIFbE KBaPATHO OJICTYIAmE.

Heka je f(x, y) 3aKOH BepoBaTHONA 3a MPOMEHJbHBY (X,Y). OHn ce
MOYKE M3Pa3TH MPEKO YCIOBHOT 3aKOHA BepoBaTHOhA

f(xy)="f(X)F(y/x)

Cpenme KBaIpaTHO OACTYIamke PyHKIH]je g(X) 6uhe

2

E{Y-g(x)}" = };T[y—g(X)] f(x,y)dxay =

—00 —00

= _oj;{fl(x)_oji[y— g(x)]2 fy/ x)dy}dx
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

[Tomro je fl(x), 3a CBakO X, HeHeratuBHO (Kao 3aKOHHU

BepoBaTHOha), oHza hie cpenmbe KBaJApaTHO OJCTYName UMATH MHUHUMYM 32
OHY BPEIHOCT 3a KOjy U3pa3

}:o[y ~g(x)]" f(y/ x)ax (6.49)

nMa MUHHUMYM.

VY cpeamoj 3arpaam uspaza (6.49) MoKeMO I0JaTH M OMY3CTH
YCIIOBHY OYE€KHBaHY BPEIHOCT MPOMEHJbUBE Y, IO YCIOBM Ja je X=X. Iby
cMo osHauaBamu ca My(x). Ilocme KBajgpupama M pacTaBibama Ha TpH

uHTerpana goduhe ce na je
[Ly=a00T t(yray= ] [y=m (T 1 (y/x)oy+ [m,(x) - (x]]

OmaBne ce Buam na he cpeime KBaIpaTHO OJCTYNAKkE HMATH
MUHHUMYM KaJ QyHKIIHja g(X) 3aJ10BOJbaBa YCIIOB

[m.(x)-g(x)] =0
OJIHOCHO, KaJ je
g(x)=m, (x)

MuHMMaaHa  BPEOHOCT IOCMAaTpaHOr  CPeAmer  KBaJpaTHOT
oJicTynama ouhe jeqHaka

Io[y-mz(y)]z f(y/x)dy

a TO HHUJe HHMINTA JIPYyro HETr0 YyCJIOBHA BapHjaHCa MPOMEHJbHBE Y, IO
YCJIIOBOM JIa pyra MPOMEHJbHBa X HMa BPETHOCT X.

Taxo cmo Oouwinu 0o cnedehez 3axmyuka. cpedrwe K8AOPAMHO
oocmynaree cayuajue npomenmuse Y u 0uno xoje hynkyuje opyee ciyyajre
npomenpuse X,
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E{Y-g(x)}’

umahe Hajmary 6peoOHOCm ako ce 3a (YHKYujy g(X) y3Mme pezpecuoHa
Kpusea

y=m,(X)
a ma munumanna epednocm buhe jednaxa yerosnoj eapujancu 62(Y 1 X) .

HapaBHo, ocobuny ,Hajoosbe Mmoryhe” oIreHe mocemyje U apyra
perpecnoHna KpuBa Be3aHa 3a Clly4ajHy IPOMEHJbUBY X Y OHOCY Ha Y.

Kan je (X,Y) MpEeKUIHA CTy4ajHa MPOMEHJbMBA, OHJA C€, CTUYHUM
MOCTYIIKOM, MOXeE 3aKk/byduTH nga he ckym Taudaka (6.46) u (6.47), koju
NpEeJCTaB/bajy pErpecuoHe Kpuse, OMTH ,Haj00JpM” Moryhu ckym Tauvaka
IPEKO Kora ce MOTY M3pa3uTH BPEAHOCTHU jeIHE MPOMEHJbUBE Y OJHOCY Ha
IPOMEHE JIpyre CilyyajHe MPOMEHJbUBE.

Perpecuone xunepnoBpuiuHe

[Tojam perpecMOHMX KpUBHX MOXE C€ MNPOIMPUTH U Ha k-
JMMEH3HOHAIIHE CITy4ajHEe POMEHIbUBE

(X0, X500 X, )

Hajuemmhe Hac mHTepecyje KakBe Cy NMPOMEHE jeaHE KOMIIOHEHTE
peuumMo  X,, y 3aBUCHOCTH OJ MPOMEHA OCTAINX KOMIIOHEHTH

Xy Xgyoo ) Xy o
3a cBaKy (UKCHY BPEIHOCT KOMIIOHCHTH
X, =Xy, X3=Xgyo 0, X =X

MOKEMO OJPEAMTU YCIOBHY pacrojeny 3a X,, a 3aTUM W3 Be OJPEAUTH
oueKkHMBaHy BpeqHocT. Heka je To

ml(xz,...,xk)= E{Xl X, Xq ,...,xk}
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

Taoa ckyn mauaka y npocmopy

[Xl = mi(xz"'-’xk),xz,...,xk]

00pasyjy xunepnoepuiuny Kojy Ha3ueamo pezpecuona xunenpospuiuna X,
yoonocy na X,,X,,...,.X, .

Perpecrone XumepmoBpIIMHE HMajy HCTy OCOOMHY Kao H
perpecuone kpue. Cpelnme KBaJpaTHO OACTYNAmE NPOMEHIbUBE X, H

6110 Koje PyHKIM]je MPOMEHIBUBUX X, , ..., X, ,Tj.
2
E{X,—9(X, Xa. X, )}

UMa MUHUMATHY 6peOHOCm aKo je (yHKIUja g(Xz,...,Xk), y CTBapH,

perpecruoHa XuIneproBpIINHA, Tj. aKO j&

X, = g(xz,xs,...,xk) = ml(xz,x3,...xk)

Ilopen Tora, perpecMoHe XHUIEPIOBPIIMHE TOceayjy ciaenehy
ocobuny. ITocmaTtpajmo ciaydajHy IpoMEHIbUBY X, U OUIIO KOJy QYHKIH]Y

Z = 9(X,, Xg,0.. X4 )

npeoctanux — KoMnoHeHTH — X,, X,,...,X, , Kao JApyry  CiIyd4ajHy
IPOMCHJBUBY.

Taoa he xoeguyujenm ropenayuje uzmehy Xq u Z umamu najeehy
8peoHoCm aKo je (hynkyuja g pecpecuona Xunepnospuuna mj. ako je

g(X,, Xgre0 Xy ) =my( X5, X 5,00 %,)

Hanomennmo f1a je MUHUMYM Cpellber KBaJpaTHOT OCTYIamba

E{X, - g(Xp o X, )}

JelHaK YCIIOBHO] BapHjaHCH INPOMEHJbUBE X, MOJ YCIOBOM Ja oOcTaie
KOMITOHEHTE UMajy BPEAHOCTH X,, X3, ... X, -
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Cpenme KBajJpaTHe perpecuoHe npape

YecTo je perpecuoHe KprUBe TEIIKO OJPEIUTH, a U U3Pa3u KojuMa cy
ompehene Hajuemhe cy KOMITMKOBaHM, Ta j€ HHUXOBa ymnorpeda
orpaHuy4eHa. 3aTo je MOTpeOHO Ja Ha HEKH HaYMH YTBPJIUMO jeHOCTaBHHU]E
Be3e n3Mmel)y mpoMeHIbUBUX.

IMoctynmak yrBphuBama jeaHOCTaBHHjUX Be3a je cieaehu: ymecto
6uso kakBe (pyHKIH]je

Y=9(X)
nocmaTtpaheMo camo nuHeapHe QyHKITH]E
Y=a X+

na heMo Ha OCHOBY HEKOI' KpHUTepHjymMa u3abpaTtu ,Haj0osby” JMHEapHY
BE3y.

Hapasno, 3a kputepujym uzbopa ,Hajoospe” Be3e mociykuhe Ham
Cpebe KBapaTHO OJICTyName, Tj. Hociayxkuhe HaMm QyHKIHja

F(a,8)=E{Y-(a x+B)} (6.50)

KOja TpeJCTaB/ba OUYCKHBAaHY BPEJHOCT KBajpara OJCTYyNama ClydajHe
NpoMeHJbUBE Y U MPOICHCHE BeHE BPEIHOCTH, IPEKO X, TMHEAPHOM BE30M
o X +. Ham je umsb na oapeaumo o u B u3 dynkuuje (6.50) Tako na

F(a B ) “Ma MUHHMaJIHY BpeaHocT. Jlokazahemo cienehe TBpheme:

Juneapna pynkyuja Yy=0 X+, koja munumusupa cpeore

Keadpamuo oocmynare F (0’ , ,8) , je yuryuja
g
y=m, =p—*(x-m,)

00HOCHO, (DyHKYUja

250



6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

yTm _ pXom, (6.51)

g, o,

npu uwemy ¢y M, u M, ouekusane épeonocmu 3a X u Y, a O “u 0)2, cy

mUX08e sapujance, 00K je P Koepuyujenm xopenayuje usmehy Xu Y.
Joka3. Dynkunjy F(O(,B ) HarncahemMo y 00Ky

F(ap)=E{(v-m)-a (x-m)+(m-am-5 )}’

Kanpupajyhu u3pas y cpenmoj 3arpaau U kopucrehn ocodrHe o4eKrBaHe
BpEAHOCTH, PYHKIH]Y F(O(,B ) MO>XEMO HU3PA3UTH y OOJIUKY

F(ap)=E(Y-m) +a’E(X-m)'+
+(m -am-p) - 2E(Y-m)(x-m,)

jep je E(Y—m/)IOH E(X—m)IO.

(6.52)

OyHKIHja F(a,,[z’) umahe ekcTpeMHy BpPEAHOCT y OHOj Tauyku y

K0jOj Cy HeHU TMaplHjaiHd W3BOJMU jeqHaku Hynu. To he Outm Tauka koja
3a/I0BOJhABA jeTHAYNHE

oF

5o =2 E(X-m) =2(m —m, -5 Jm - (X -m)(y-m)=C
oF
5= 2m-am-5)=0
OJIHOCHO,
a[E(X—mx)zﬂnf}té’mx:E(X—ny)(Y—nly)+nkn1y (6.53)
am+pB=m
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Pemreme cucrema nuHeapHux jeaHaumHa (6.53) mo o u [ je

cienehe
__E(X-m)(v-m)
E(X-m)’
E(x-m)(Y-m)
=m,-m [
A e (X m
[Tomrro je BapujaHca 3a X jeHaka
E(X-m)’=0;
Bapujanca 3a Y
E(v-m) =0}

a xoBapujanca usmehy Xu Y

E(X _n.k)(Y_my):ny

OHJIa ce u3pa3 3a O U [3 MOXKe HAMKMCATH Y OOJIHUKY

. 1o
a:?g ﬂzmy—mK?Xg (6.54)

VBpITaBambeM OBUX BPEAHOCTH 32 O U [3 Yy je[JHAYHHY TIpaBe
y=ax+p
nobuhe ce jenHaunHA

Ow

O,
y=—X+tm —-m —;
X O-X

OJHOCHO,
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

g
y-m, =p—x(x-m)

jep je xoeduIrjeHT Kopealuje

Tume je HaBeneHO TBphEeme JOKa3aHO.
Munumanna 8pedHocm cpedree K8AOpamHo2 00CMynared jeoOHaxa
je
minF(a,8) =J§(1—,02) (6.55)

. . 2
u Hasuea cepe3u0u]ymc1<a eapujanca, a ozHavasa ce ca OyD('

Ilpasa oama jeonauurnom

y=m _ x-m

g, o,

Ha3u6a ce cpedrbd KeaOpamHa pezpecuoHa npaea 3a npomeHmugy Y y
00HoCy Ha X.

N3 (6.55) Bumu ce ma he pesudujymcka seapujanca OUTH jemaHaka
HYJM aKo, ¥ CaMO aKo je KOoeHIMjeHT Kopenanuje jenHak * 1, omHocHO,
aKo M caMo ako u3Melhy cirydajHux mpoMeHJbUBUX X U Y TIOCTOjH JIMHEapHa
Be3a.

HapaBHo, oBaj mocTymak MOXeMO NMPUMEHHTH M Ha oJpehuBame
JUHEapHEe Be3e 3a MPOMEHJbMBY X y oaHOCy Ha Y. MUHUMH3HpamEM

IS
F(ab)=E{X -(aY +b)}’

nobuheMo cpenby KBaJpaTHY PETPECUOHY TIPaBy
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y-m _1x-m

o, p o,

a pe3uujyMcKa Bapujanca he Outu jenHaka
min F(a,b) = 02(1-p?)
u o3Haunhemo je ca Ol

Cpenme kBaapatHe perpecuone mpase (6.51) u (6.56) y ommrem
CIIydJajy ce He TOoKIIamnajy.

Tloxnonuhe ce onda, u camo oumoa xao je P==1, oonocno, xao
nocmoju auneapua eesa usmelhy Xu Y (Buou czu. 6.8.).

A

\ 4

Cruxa 6.8. Cpeore keadpammue pecpecuoHe npase
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

Cpenme KBaJpaTHE PErPECUOHE NIPABE CE CEKY Y TEKUILTY (m( : n‘g,) .

Kan je nmuneapna 3aBucHocT usmehy X u Y mama, OH/Ia OBE MMpaBe OCTYIajy
cBe Bumie jenna ox apyre (yrao mely muma ce mnosehasa). Kan je
Koe(pHIMjeHT Kopenamnuje jeAHaK HYJW, CPEIbe KBaJApaTHE PETPECcHOHE
npaBe Cy OKOMHTE jenHa Ha Apyry (Buau ciuky. 6.8).

Bunenu cmo ga perpecuoHe KpuBe ,HajO0Jbe” H3paKkaBajy BE3y
n3mehy mpomensbuBux X u Y, a cpelme KBaJpaTHE PErpecuoHe TpaBe,
»,Hajo00Be” W3paxaBajy Ty Be3y y KJIacH JIMHEApHUX Be3a u3Mehy
IPOMCHJbUBHUX.

[TocTaBiba ce muTame Aa JIM TMOCTOj€ TaKBE pacrojesie CIy4ajHuX
NPOMEHJBMBUX KOJI KOjux he ce oBe /JBe perpecMoHe Be3e MOKJIONHTH.
OnaroBop je morBpaaH. JemHa oj Hajuemhe kopuinmheHUX pacrojena y
MaTeMaTU4KO] CTaTUCTHUIU, T3B. Hopmanna pacnoodena wma Ty OCOOWHY.
Kox me cy perpecroHe KpHWBE yCTBapHW IpaBe Koje ce IOKJamajy ca
CpeImBUM KBaJJPaTHIUM PETPECHOHUM TIpaBama.

Cana ce MOXXe TOCTaBUTH IUTalke YTBphUBama KpUTEpHjymMa Ha
OCHOBY Kora he ce meputm epUKACHOCT ymoTpeda Cpenme KBaapaTHE
perpecuoHe npase y ofpehuBamy BpeIHOCTH ClydajHE MpOMEeHJbUBE Y Ha
OCHOBY M3a0paHUX BPEAHOCTH MPOMEHIbUBE X.

Ty egukacnocm Mmepumo npexko JIUHEeAPHOZ KOPeaauuoHo2
KOJIUYHUKA 0e(pUHUCAHOS U3DA3OM,

Koju mpedcmasma 00HOC pe3udujymcke eapujance Y y oouwocy Ha X u
sapujance Y.

JIuHeapHU KOpeNalMOHU KOJMYHUK j€ jeJHAK HyJIU aKo M CaMO aKo
cy X u Y nuHeapHO 3aBUCHE IIpoMeHJbuBe. Tana ce, 3a cBaky BpemHOCT X,
MOY€E TaYHO OJIPEeIUTH BpeAHOCT Y. Y IpyroMm KpajieM ciydajy, Kaj cy X u
Y HekopenupaHe CiydajHE€ TPOMEHJbUBE, JIMHEApHU KOPEJIAlMOHU
KOJIMYHUK € jeJHAK JeOUHHIM M Tajaa, I[I03HABambe BPEAHOCTH 3a
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npoMeHJ/bMBY X Ham Hehe patm HukakBy WHGOOpPMAIU]y O BPEIHOCTH
MpOMEHJbUBE Y.

Cpenme KBaJpaTHe perpecioHe XuneppaBHu

[TocmaTpahemo k-nuMeH3WOHAIHY ~ CIy4ajHy  [POMCHJBHBY
(X, X,....X, ) - Heka je narta nuneapna Gpynkuuja

Bt BXy+ ..+ B X,
npu yemy cy 3,,B,,...3, HEMO3HATH KOCHHIIU]CHTH.

OnpennheMo oBe kKoeduIlMjeHTEe TaKo Aa JUHeapHa (yHKIMja Ha
»HajO0O/BN” HauMH M3paxkaBa Be3y M3Mel)y MpoMeHJbMBE X, U MPEOCTAIUX

KOMIOHEHTH X,, Xg,..., X .

Kao kpurepujym nzbopa y3ehemo cpenme KBaapaTHO OACTYNAmkE, U
TPaXUTH HETOB MUHUMYM. bruhe To QpyHKIH]a

F (B0 ByrB) = E{ X, = (B BX o+ .+ BX )

Koepuuujenre f,,...,B,, Kkoju wmuHUMH3UpA)y GyHKUHjy F,
nobuheMo Kao pe3yaTaT pelieha CHCTeMa jeTHaYrHa.

BB B
Fynkuujy F Moxemo Hamucatu y oJieCHUjeM 00JIUKY
F (ﬁl""’ﬁk) = E{(Xl_rnl)_[IBZ(XZ_mZ)-l- -+ By (Xk ‘”k)]‘
_(ﬂl _ml+:32m2+---+,8km<)}2

[IpBa jeqnaumHa
a_F - O
B,
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6. Buweoumenzuonanme cuyyajue npomenvuse

CBOJIM CE HA JeTHAYNHY
B—-m +Bm +..+B8m =0

Kan oBaj pesynrar 3amenumo y dyskiujy F, nrobuhemo na je

F(BoBe) = E{(X, - m) =[Bo(X, ~m)+..#B, (X, -m )]}

W3jennagaBameM napuujanHux usBopa ¢pynkmuje F mo B,,...,B, ca
HyioM, noouhemo cucrem of (k-1) jennaunna ca (k-1) Hemo3HATHX.

ﬂZ 0-22+"'+ﬂk Jk2:0-21
182 023+"'+:Bk Jk32031

B, Oy +..* B Oy =0,

npu TOMe ¢y O (1=1212..k j=1.2,..K) enemeHT: IUCTIEPCHOHE MATPHIIC

(6.57)

CIIy4ajHUX MPOMECHIHUBUX.

AKO He TMOCTOjU JIMHEapHa 3aBUCHOCT U3Mel)y KOMIIOHEHTH
X,,..,X, , OHZa je nerepMHHAaHTa cucreMa (6.57) mo3uTHBHA, a CHCTEM

UMa jeJTHO pelIeHe.

Hexa je mo pewere 35, B;,....3.. Tada je

B'=m-pB,m,—..- fm

a Xxuneppaeau
k
x=m=> B(x-m)
k=2

npeocmassa cpeowy Keadpamuy pezpecuony xuneppasamn 3a X, y 00Hocy
Ha X, ..., X,.
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MuHuManHy BpPEIHOCT (YHKIIH]jE F(Bl,...,Bk), o3Haunhemo ca

2 . .
O, « ¥ 3BaheMo pe3udujymcka eéapujanca KOMIOHEHTe X, y OJHOCY Ha
npeocraie KoMrnoHeHTe. theHa BpeiHOCT je jenHaka

detW

0%y« =MinF(B,,...8) = Yy
11

npu uemy je W nucnepcmona Martpuna 3a X, X,,..., X, a W,
aucrepcuoHa Matpuna 3a X, ,..., X, .

258



6. Buweoumenzuonante ciyuajne npomeHbuge

6.4.

3ATALIA

. Ompenu MapruHalHe U YCJIOBHE 3aKOHE BepoBaTHoha KoOJ

JIBOJUMEH3HOHAIHE Ciydajue mpomenspuBe (X,Y), uMju 3aKoH
BepoBaTHONa je

Y
0 1
X
-1 0,1 0,2
0 0,2 0,3
1 0,0 0,2

HcroBpemeno ce 6arajy ase kormke. X mpeacTaBiba Opoj TaukuIla Ha
pBoj, a Y Opoj TauKuIa Ha APYTrOj KOIKH:

a) Opnpenu BepoBatHohy naje X +Y =8.

0) Onpeau ycaoBHHM 3aKOH BepoBaTHONa 3a X, IO/ yCIOBOM J1a
jeY =4

B) Jamumcy X u Y He3aBUCHE?

Ha cratuctuukom ckymy ox 100 enemenara mepena cy obenexja X
u Y. Jlo6ujenu cy cinenehu pe3ynraTu:

— map (0.1: 100)nojaBuo ce koxn 15enemenara;

— map (0.1: 200)nojaBuo ce kox 15enemenara;

— map (0.1: 350)n0jaBuo ce ko 5 enemenara,

— map (0: 100)nojasuo ce koa 5 enemenara;

— map (0: 200)nojaBuo ce kox 25 enemeHara;

— map (0: 350)nojaBuo ce xkox 15enemenara;

— map (-0.2: 100)nojasuo ce kox O enemeHara;

— map (-0.2: 200)nojaBuo ce ko 5 enemeHara;

— map (-0.2: 350)n0jaBuo ce kox 15enemenara,

a) Oppeau IBOJMMEH3HOHAIHY CiTydajHy mpoMeHsbuBy (X,Y) u
EH 3aKOH BepoBaTHOha,
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Ocnose geposamuohe

0) Ma i cy oGenexja X u Y He3aBuCHA?

B) Oppeau ycaoBHHM 3aKOH BepoBaTHONa 3a X, IO/ yCIOBOM J1a
je Y =200.

4. Pacnonena Opoja oTka3a ManimHa y npBoj cMeHu (X) u Opoja oTkaza
y apyroj cmenu (Y), nara je Tabemom

Y
0 1 2
X
0 0,10 0,20 0,20
1 0,04 0,08 0,08
2 0,06 0,12 0,12

a) Jlamu cy oTKa3u y cMeHama He3aBUCHH?

0) Ako je 6poj oTkasa y mpBoj cMeHu 1, kakBa he Outu
pacrioziena 6poja oTKasza y Ipyroj CMEHU?

5. MammnHa mnpousBoau AHEBHO S mpomsBoaa. Heka je X 06poj

HEHCIIPaBHUX MPOU3BoAa, a Y Opoj 3acToja mamuHe. Pacnionena 3a
(X,Y) je cneneha

Y
\ o| 1] 2| 3| 4| s
X

0 0,15 0,09 0,04 0,0y 0,06 0,0p
1 0,15| 0,05 0,04 0,08 0,02 0,0p
2 0,10 0,05 0,04 0,01 0,00 0,0

a) Halju 3akoH BepoBaTtHOha Opoja HEUCIIPABHUX MIPOM3BO/IA;

0) Onpenu BepoBaTHOhe 1a he OuTH 2 HeUCTpaBHA MPOU3BO/IA,
aKo ce 3Ha Jia HUje OMJIO OTKa3a MaIlluHE;

B) Hcnwuraj HezaBucHocT X 1 Y.
6. IlpomaBan mpoxgaje aBa crana mo nean 1.000.000u 3.000.000.Y

TOKY JaHa MpPBH CTaH ce MOXXe mpoaatu ca BepoatHohom 0.6, a
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6. Buweoumenzuonante ciyuajne npomeHbuge

npyru ca BepoBatHohoMm 0.2. Axo je X Opoj mpoaatux craHoBa, a Y
3apaja, Kako usrieaa pacmojena 3a (X,Y)?

a) Jla m cy To He3aBHCHE CiTydajHE IPOMEHIbHBE?

7. MapryuHaaHu 3aKOH BepoBaTHOha cilydajHe mpoMeHJbuBE X nar je
byHKLIHjOM

2 3ax>0
f.(x) =
0 3a X<0,

a YCIOBHHM 3aKOH BepoBaTHoha ciy4ajHe MpoMeHJbHMBE Y Jar je
byHKIIHjOM
e” 3ay>0x>0

X
f(y/x) =
0 3ay<O.

Hahu maprunamHu 3aKoH BepoBaTHONA 3a CiIy4ajHy MPOMEHJbHUBY Y.

8. Axo ce, u3 rpyne o 8 MCIpaBHHX M 2 HEHCIpaBHAa MPOHM3BOJA,
Oupajy Ha ciIy4yajaH HauYWH 4 IpOM3BO/Ia, OJAPEIN 3aKOH BepoBaTHONA
3a (X,Y), npu yemy je X Opoj HEUCIIPABHUX MPOM3BOAA Y H3a0PaHO]
rpymnu, a Y Opoj UCIpaBHUX.

9. U3 ckyna 6pojesa (1,2,3,4,5)0upa ce Ha ciy4ajaH Ha4MH jeIaH Opoj.
Heka je To X. ¥ npyrom 6upamy ce 6upa jenan ox o6pojesa 1,2,...,X.
Hexka je To Y. Ompenu 3akon BepoBaTHoha 3a (X,Y).

10.Cayuajua nmpomenssuBa X je jeana ox mudapa (0,1,2,...,.9),a Y je
naro Ha ciaenehu HaunH.

0 axo je X mapan 6poj;
Y =
1 ako je X Henapas Opoj.

Hcnuraj 3aBUCHOCT TPOMEHJbHBUX X 1 Y.

11.Benmuunna X mpencTaBba CIIydajHO H3abpaHy IUQpy U3 CKyma
nudapa {0,1,2,...,§ , a Y mpencraBpa ciydajHu Opoj W3 CKyma
OpojeBa
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Ocnose geposamnohe

{X, X+1, X+2, X +3,X +4}

Onpenn 3akoH BepoBaTHohe ciyuajue mpomersbuBe  (X,Y)
napameTpe U KoeQHIMjeHT Kopenaluje.

12.Cnyvajun norahaju = A, A,,...,A, Y JEOIHOM EKCIEPUMEHTYy ce
MelhycoOHO HCKIbYUyjy. BepoBatHOhe peanuzaliije cBakor oJ1 OBUX
norahaja jenHake cy P, P,,...,P,, pecnekruBHo. I[Ipu Tome je

P+ P+ 4p =1

Kaz ce excriepuMeHT OHOBH N IIyTa, MOKEMO IOCMATpaTH ClydajHe
npomeHsbuBe X, X,,..., X, , Koje IpeAcTaBibajy Opoj NMOHaBJbamka
eKCIIEpUMEHTa y KojuMa Cy ce peanus3oBanu gorahaju A, A,,... A .
Onmpenu 3akoH BepoBaTHOhe 3a K-AMMEH3MOHAJIHY —CIIydajHY
MIPOMEHJbUBY (Xl, ) S ,Xk) , a 3aruM Hahum KopenanuoHy
MaTpHuILy.

13. 13 mudapa {0,1, - ,E% oupa ce ciaydajHo jeaHa mudpa. [lpomenspuse
X, X,, X, cy onpehene Ha cnenehu HaunH

_ 0 axo je uzabpaH mapas 6poj
= {1 aKo je nzabpaH HemapaH 0poj
_ 0  axomzabpanu Opoj HHje AeHUB ca 3
X {1 ako je u3aOpanu O6poj aesbuB ca 3
“ - {O aKo je n3abpanu 6poj Mamy 011 5
e

1 axo uzabpanu Opoj HUjE MamkbH O S

Oppenun xopenanuony Matpuny 3a X, X,, X,;. OGjacHu no6ujeHe
BpPEIHOCTH Koe(uIlMjeHaTa Kopenaiuje.

14. JIpa ctpenua rahajy, He3aBUCHO jeiaH O[] APYTOr, METY IO TPH IIyTa.
Beposarnohe noromaka cy 0,5,3a npBor ctpenmua u 0,43a npyror. X
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6. Buweoumenzuonante ciyuajne npomeHbuge

npezcTaBiba Opoj morojaka MmpBor crpenua, a Y Opoj moromaka
apyror crpenia. Oapeau pacmoaeny 3a (X, Y).

15.Heka cy X;,X,,...,X, HE3aBUCHE CiIy4ajHE IPOMEHJbUBE ca
cpenuHama jenHakuM O u Bapujancama jeqHakum 1. [Tokaxu na je

k ) 1
P iglxzz)\k SX

16. Axo cy koepuIMjeHTH Kopesannje Ko K-IMMEH3HOHAIHE Cly4yajHe
IIPOMEHJbUBE jeIHaku Mel)ycoOHO U MMajy BpEIHOCT P, Taja je

1
-———<p<l1
k-1 p

Jlokaxxu 1a je TO Ta4Ho.
17.Hexka cy (Xl,Xz,...,Xm) HE3aBUCHE CIy4ajHE MPOMEHJbUBE ca

BapujaHcoM 1, a (Yl,Yz,...,Y) , Takohe He3aBUCHe ca BapujaHcom 1.

n

Heka je koBapujanca usmehy X; u Y,
Cov(Xi,Yj) =p
3ai=12,....m, j=12,...,n.

ITokaxu na je keduuumjeHt kopenauuje usmehy U = X +..+X_ u
V =Y+ Y,

p (UV)=Vmnp

18. Onpenu koedurujent kopenamnuje usmely ¥ u B u3 3agatka 17, kan
je

Cov(xi,xj):p1
3ai=12,....mmu j=12,...,m, a,

Cov(Yi ,Y.) =p,

J

263



Ocnose geposamnohe

3a i=12,....mu j=12,..m

19.Heka cy X;,X,,...,X, He3aBHCHE CJIydyajHE HIpPOMEHJbUBE Ca
HopmannoMm pacnionenom

X, :N (m;af)
3a i =1212,...k. Hamumu 3ajenHnuku 3akoH BepoBaTtHoha 3a K-
JTUMEH3UOHAIIHY CITy4ajHy MPOMEHJbUBY (Xl, X, ,Xk) .

20. dyHKIM]ja reHepaTpuca JBOJIUMEH3UOHAIHE CIydajHE MPOMEHIbUBE
(X,Y) nedunucana je ka0 oueKMBaHa BPEAHOCT QYHKIIH]jE

tX+uY
€

3a CBaKo T, U D(— oo;OO), j.

oft,u) = E{e*""'}
a) Hanumm uspas 3a g(t,u) kaz je (X,Y) npekuana u
HETPEKUIHA CITyuajHa MPOMEHIbHBA.
0) Ako cy X u Y He3aBHCHE, TOKaKH J1a je
o(t.u) =0, (1) 5. (1)
npu 4eMy ¢y g, U 0, (pyHKIM]je reHepaTrpuce
MpOMeHJBUBHX X U Y.

B) Oppemu pyHkuujy reneparpucy 3a X+Y, akocy Xu 'Y
HE3aBHCHE.

21.3akon BepoBatHoha ciyuajae mpomersbuse (X,Y) mat je GyHKImjoM
a) Onpeau perpecuoHe KpHBe.
0) Onpenu cpearme KBaIpaTHE PErPECHOHE MTPaBe.

B) AmnHanmsupaj QyHKIH]y KOja IMpeaCcTaBiba Pa3iuKy usmelhy
YCJIOBHE BapHjaHCe Oz(y/ X) Y PE3UIUjYMCKE BapHjaHCe

2
05
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6. Buweoumensuonanme ciyiajHe npomeHouse

2
xy -

r) Amnammsupaj pasmuky 02(Y/x) -0

22. Axo npomenspuBy (X,Y) 3aMeHHMO ca JTUHEAPHOM (YHKIIHjOM
U=aX+Db
V =cY+d

nokaxxu Aa he xoepuuujent kopenauuje uzmehy U u V 6utu onaj
uctu kao m3Mehy X m Y. Kako he msrnematu cpenme KBaapaTHe
perpecroHe npase 3a ciydajay npomenspuBy (U,V)?

23.U3pa3u pe3uaujyMCKy BapHjaHCy U KOPETAIMOHU KOJUYHUK MPEKO

KOpEeJIaroHe MaTpHUIIe CTy4ajHe TPOMEHIbHUBE (Xl, Xy ,Xk) .

24.Onpenu cpelmy KBaJpaTHY pPETPECHOHY XHUIEppaBaH 3a X; y
ofHocy Ha, X, ,...,X,, aKo je

Pi =P
3acBako |1 =12..k, j=12..k.
Konuka he 6utn pesuaujymcka Bapujanca 0oy, |, ?

25.Axo cy kommoHere X, ,..., X, MehycoOHO He3aBucHe, a
Koe(HIjUEHT Kopenamuje

P =P

3a CBaKO | = 2...,K, kommka he OuTH pe3mamjymMcKa BapHjaHca

2
0-19[3...k ?
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7. Mooenu pacnoodena cayuajuux npomMeH/bUsUxX

7. MOAEJIM PACIIOAEJIA COAYYAJHUX
IHPOMEHJ/bUBHUX

Ha ocHoBy mnpupoze mojaBe KOjy aHaIM3HPAMO, YECTO MOXKEMO
NPETHOCTaBUTH Ja pacmojesia ciydajHe MpOMEHJbHBE X IMpHIMajga jeIHO]
KJacu pacrojena, onapeheHoj ca jegHMM MM BHILE HEMO3HATHX
napamerapa. AKo je Ta Kjlaca u3pakeHa (yHKIIHOHAITHOM BE30M

P(x;6,,6,,..6,) (7.2)

oHZa kaxxeMmo na ¢yHkimja (7.1) mpeacraBiba MOAET pacrojenie CiydajHe
MpOMEHJbUBE X.

Mogen pacniogene (7.1) cagpxu cBe UHQpOpMaIHje O TOCMATPAHO]
[I0jaBU KOja ce U3paxkaBa MPEKo CllyyajHe MpOMeHIbUBE X.

[TocToje Moaenu pacmojena Koju ce Hajuemhe KOpPUCTE U HEKH O]l
BUX he OMTH AeTajbHUje pa3MaTpaHH y MOINIaBJbUMa Koja ciexe. buhe
HaBeleHU Hajyemrhe KOpUIINEHM MOJENU TNPEKUAHUX M HEMPEKUTHHX
pacrojiena ciy4yajHuX IpPOMEHIJbUBUX.
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OcHnose seposammuohe

7.1. MOAEJIA INPEKNIHUX PACIIOAEJIA

bunomHa pacnoaesna

Jedununmja 7.2: Cnyyajua npomensusa X uma bunomny pacnooeny, ako
Modice yzemu jeoHy epeonocm K uz nuza nenecamusnux yeaux 6pojesa

{012,...,n}
ca BepoBaTHOhOM:
n
29=plx =)= Jo'a™ o
) n n!
npu yemy je 0<p<1, p+q=1,a (kj :m npeacTaBba OMHOMHHU

Koe(HITHjeHT.

YumeHuily na ciaydajHa mpoMmeHsbuBa X uMa buHoMHY pacmomeny
o3HauaBahemo ca:

X :B(n; p)
3akoH BepoBaTHOha buHOMHE pacnozene aat je cieaehoM Tabenom:

X 0 1 2 n

p(x) N 5 no n n-1 N 5 oo n s o
Opq 1pq qu npq

Bpojesu N i p cy mapamerpu Mojena.

Ha ocHoBy OmHOMHOT oOpacia, jJako je TMPOBEPHUTH Ja je 30up
OMHOMHUX BepoBaTHOha jeIHaK JeTMHUIIN. 3anCTa,
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7. Mooenu pacnoodena cayuajuux npomMeH/bUsUxX

Zm p‘q"* =(p+q)" =1

co\ K

dyHK1Mja reHeparpruca buHoMHe pacrojene je:
n n ~ n(n - n
g(t)=Ze“( jpkq“ ‘ =Z( j(pet)kq “=a+pe) @3
k=0 k k=0 k

WzBon ¢yukmmje g(t) y taukm t =0, mpexacraBiba OYCKHBaHY
BPEIHOCT:

E(X)=np (7.4)

IMpexo apyror m3Bonma ¢yHkumje g(t) y Taukm t=0 nmobuja ce apyru
O0OMYHM MOMEHAT, T1a ce JIAKO W3padyHaBa BPEIHOCT BapHjaHCe:

o’ =npq (7.5)
Moske ce TpOBEPHUTH J1a je KOePHUITUjeHT acuMeTpH]e:
B = q-p
1 (7.6)
v Npq

a KOe(UINjEHT CIUbOIITEHOCTH:

1-6pq
pr=3+——— (7.7)
npq
N3 (7.6) u (7.7), cnemn na buHOMHA pacrojena TEXH CHMETPUYHO]
pacriogenu kaa N — oo. McTo Tako, oHA TEXHU Pacloiesu ca ,, HOPMAIHOM"
CIUbOIITEHOMIhY.
Crnenmjanno, kang je pP=q=0,5 buHomHa pacnogena je
CUMETpUYHA pacrojiena 3a CBe BPEAHOCTH N.

bunomHua pacronena ce xopuctu y Bepuynujesoj (Bernulli) wemu
HE3aBUCHUX TIOHABJbakha EKCIepuMeHTa, oOpaheHoj y mornaspy 4.2.
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OcHnose seposammuohe

Opurpana je M3y3eTHO BaXHY YJIOTY y TeOopuju BepoBaTHohe, HEHO]
OpUMEHH U Yy pa3Bojy craTuctuke. BepoBarHohe ciyuajHux nporahaja
Be3aHUX 3a bepHynujeBy memy ekcriepuMeHaTa MOTy C€ OPEIUTH Y OKBHPY
bunomue pacnozere.

IlyaconoBa pacnoaesia

ITyaconoBa pacmozena Ha3BaHa je Mo (ppaHIlyCKOM MareMaTHyapy
guje ume je Simeon D. Poisson (1781-184Q0)ua onwucyje BepoBarHohy aa
he caydajum porahaj HacTynuTH y oape)eHOM BpEeMEHCKOM WIIH
IPOCTOPHOM HMHTEpBally IOJA OfApeheHUM YCIOBHMA, IpH YeMy je
BepoBaTHOha noralhaja Beoma Mana, a Opoj mokymiaja (BPEMEHCKH WIH
NPOCTOPHM HMHTEpBAN) BeoMa Beiuku. [locMmatpanm nporahaj ce, nmakue,
petko peanusyje. IlyacoHoBOM pacriozenom ce omucyje, Ha mpumep, O6poj
rpeliaka 1o CTpaHWIM KmHre, Opoj KpraBa ayTOMOOMJICKHX yJeca y TOKY
JeIHOT Mecela Y HeKOM Ipaay U CIMYHO.

Jedunnumja 7.3: Cryuajua npomensusa X uma Ilyaconosy pacnooeny ako
Mmooice yzemu gpednocm K uz nuza nenecamusHux yeaux 6pojesa

{0123.}

u mo ca GQPOGGMHOhOM

k

W@=WX=@=E€”

npu uemy je A >0, pearnu 6poj u npedcmasma napamemap pacnooere.

YumeHully Ja ciiyyajHa npomMeHsbuBa uma [lyacoHoBy pacnoeny ca
napamMeTpoM A 03HaYaBaMo ca:

X:2(A)
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7. Mooenu pacnoodena cayuajuux npomMeH/bUsUxX

3akoH BepoBaTHoha s1aT je Tabenom:

X 0 1 2 k
io e_/] il e_ﬂ iz e_/] ﬁ e_/]
p(x) | O 1 2 k!
3Ha ce 1a je
00 k
=X
k=0 k!

3aro je 306up BepoBaTHoha kox [lyacoHoBe pacmnojene jeHaK:
o A 00 Ak o
éP(k):e ;H:e e' =1

OuekuBaHa BpETHOCT CllyyajHE MpPOMEHJbMBE Koja uMma [lyacoHOBY
pacnofeny je:

0 /]k ; ; 0 /]k—l
m=) k—e”" =e" [ =A 7.8
é k! kz (k —1) 79
Jpyru oOu4Ni MOMEHAT je jeTHaK:
o0 /]k o0 /]k
m =Sk A et et Sk 1)+ k2=
ko K k=0 k!
o k-2
=) + A=A+
kZ::z (k -2)
Bapujanca cnydajue npomensbuse X je, mpeMa ToMe:
o’=m,-m’=A (7.9)
My = A
1, =3P+
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OcHnose seposammuohe

na je KoeUIMNjeHT aCUMETPH]j€ jeTHAK:

1
,5’1—)'

a Koe(hUIHM]EHT CIIJLOIITEHOCTH

1
=3+=
pr=3+3

I'eomeTpujcka pacnoaena

[TocMaTpajMO CTATUCTUYKHM EKCIIEPUMEHT YHjU Ccy MOryhH HCXOoau
ciydaujun porahaj A, umja je BepoatHoha P(A)= p, m morahaj A ca
BepoBatHolom P(A)=1-p=q. Heka je y cBakoM (HE3aBHCHOM)

NIOHaBJbAKY EKCIIEpUMEHTa BepoBaTHoha peanm3anuje norahaja A ucra u
jennaka p. Jlok ce y bepHynujeBoj memu Tpakuiia BepoBaTHOha ma ce y N
NOHaBJbama eKcrepuMeHTa norahaj A peammsyje tauno K myra, cajga ce
nocMaTpa ciydajHa NpoMeHJpuBa X Koja mpejacTaBiba Opoj MOHABIbAMA
ONHCAaHOT EKCIepUMEeHTa [0 TMpBe peanuzanuje porahaja A. OBako
neguHMCaHa CiTydajHa MpOMEHJbHBAa X MOXeE Ja y3me BpeaHoctu 1, 2, 3, ...
BepoBatHoha na ciydajHa mpoMmMeHsbMBa X y3Me BpeIHOCT X JaTa je
U3Pa3oM:

p(X)=P(X =x)=q*"p 3ax=123.. (7.10)

¥ TpeacTaBba BepoBatHohy ga ce y npeux X —1 monaemama
eKCIIEpUMEHTAa HUje peanu3oBao mocMatpanu jorahaj A, a ma ce
peam30Bao y X-TOM IOHABJbAbY.

®opmynom (7.10) nedunncan je 3akoH BepoBarHOha ['eomeTpujcke
pacrionene. OBaj Ha3WB pacmojelie NPOMCTEKA0 j€ W3 YHIHCHHUIE IITO
BepoBaTHOhe oOBe pacmojnene uuMHE TeoMmeTpujcku Hu3. Kopumhemem
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7. Mooenu pacnoodena cayuajuux npomMeH/bUsUxX

oOpaciia 3a 30up 6eckoHayHOT ornajajyher reoMeTpujCKOr HU3a MoKasyje ce
Ja je 30Mp CBUX BepoBaTHONA jeHAK jeAMHULIN:

00 00 . 1 p
X) = *1=p_—- =F =1
XZzlp() pxzzlq pl_q )

Oynkiyja reaeparpuca I'eomerpujcke pacmosene je:

t

t:EetX :wetx x—1: pe
g(t) =E(e”) Zl P = e

MareMaTH4KO OYeKHBamkE U BapujaHca Cy:

m=-=—; o’ =—
p p

BepoBarHoha na ce mo npBe peanuzanuje norahaja 4 eKCriepuMEHT
NoHOBH HajBuIie K myra nzHocu:

k
(X <K)=p, +p,+.+p, = pXg™ =1-q"

OBaj pe3ynTar MOXXe ce JOOUTH U HEIITO Apyraduje. ako ce eKCIEepUMEHT
noHaBJba BuIe o K myra, To 3HauM jaa ce gorahaj A HHje peann30Bao y
npBux K nmoHasJpama ekcriepuMenTa. OBOM Cilydajy oJroBapa BepoBaTHOha
q“, ma je Taga BepoatHOha cynpoTHor moralaja jennaka 1—-q* .
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OcHnose seposammuohe

7.2. MOAEJU HENNPEKU/THUX PACITIOJAEJIA

YHudpopmHa pacnojaesia

Hedbununmja 7.17: Cnyuajna npomenmusa X uma Yuugpopmuy pacnooeny
axko je e 3aKoH 6eposamHolia oam QyHKYujom:

_1
f(x)={B8-a

0, 3a ocTtajie X

, a<x<p

3akoH BepoBatHOha ((pyHKIMja TyCTHHE) 3a CIy4ajHY
NPOMEHJBHBY KOja nMa YHU(OPMHY pacnojeny ca napamerpuma o=1

¥ /=3 j1aT je Ha CIULIN:
f(x)A

12

0 1 3 x
Funkcija gustine sl. pr. X
OyHKIMja pacmonene 3a CiIydajHy MPOMEHJbMBY X KoOja uUMa

YuudopmHy pacnozeny ca napaMmerpuma o 1 f je:

274



7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

0 ; X<a
X—-a
FIX)=P\X<sxp= ; @S XS
R R :
1 ; x>
3a a=1wu =3, rpaduk oBe GyHKIH]E je MPUKa3aH Ha CIUIIH:
F(x)A
1
0 1 2 3 "

Funkcija raspodele si. pr. X

Kapakrepuctuke oBe pacronene cy cienehe:

MarteMaTH4KO OUYEKUBaK-E.

a+p
E(X) =
(X) 5
Bapwujanca:
o _(B-a)
12

Oca cumerpuje 3akoHa BepoBaTHoha ciy4yajHe TMPOMEHJBMBE KOja
nMa YHUPOpPMHY pacrozielry ca nmapamerpuma o u f je:

x=9*P
2
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OcHnose seposammuohe

Hopmaina pacnogesia

[IpunukoMm pemraBama MpobOiiemMa TpaHuyHe ¢yHkuuje bunomHe
pacniozene, De Moivreje 1733.roaune otkpuo HopManHy pacrnozeny, mTo
je octayno mocta He3amakeHo cBe a0 panoBa C.F.Gauss 1809.ronune u
P.S.Laplacer 1812.roaune. OBa qBa ayropa Cy pa3BUINA TCOPHU]Y ZpeutaKa
oncepsayuja v nouun 1o Hopmanne pacmozene. Laplaceje nokaszao T3B.
YEeHMPAIHYy ZPAHUYHY meopemy W a0 OJITOBOPE HA pa3jiniyuTa MUTamka U3
TeopHje BepoBaTHONe.

[lon ®WHUXOBUM yTHLI@jeM ce€ AYro CMarpajo Ja Ce CTaTHCTHYKe
pacrioziernie, MpakTHYHO, CBUX BpCTa Mojaraka npudmmkaBajy Hopmannoj
pacmosiend Kao HIeaIHOM OOJHMKY M Jla je caMo MOTpeOHO 00e30eauTH
JIOBOJPHO BENHMKH Opoj TauHuX oncepBanyja. OAcTynama CBake ClydajHe
Bapujabiie 01 HeHE OUYEKHBaHE BPEIHOCTH MTOCMAaTpaHe Cy Kao ,Tpemke” u,
Ha OCHOBY ,3aKOHa rpemaka”’, omnucaHe cy HopmamHoM pacmogenom.
[Tokazano ce nma je TO jecre Ta4YHO Y MHOTHM (DPU3UYKUM, aCTPOHOMCKHM,
neMorpaCcKkuM M OHOJIOIIKMM MepemuMa, a Takohe M y TeXHHUKUM U
€KOHOMCKUM Haykama. OBa ummeHHIIa oMoryhaBa 1a ce, y OKBHpPY
CTaTUCTHYKOT 3aKJbydMBama U JOHOIICHAa OJulyka Oa3upaHMX Ha
CTaTUCTHYKOM 3aKJby4HBamy, BEJHKH JI€0 MeTojaa Oazupa Ha MoJenuMa
KOjH cy renepucanu HopmanHowm pacriozaenom.

Jedbununumja 7.5: Cnyuajua npomenousa X uma Hopmanny pacnooeny axo
Jje meH 3aKoH eeposamuohia dam hyHKyujom

l _ (X_a)z
f(x)= e 2 3ax0(-oc,0) (7.11)
b2
Bpenusoctn a u b” cy mapamerpn mojena, @ je GHIO KOjH peatHu
6poj, a b? je mosuruBHK peanuu 6poj. Hopmainy pacrozeny o3HauaahieMo
ca.

X: N(ab?)

276



7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

®ynknuja (7.11) je cumerpuyHa y omHOCY Ha mpaBy X =a. Mma
MaKCUMYyM y Ta4yKH X = 8. MakcumaiHa BpeaHoCT (PyHKITHje je jeiHaKa:

I'paduukn npukas pyuakiuje (7.11),1at je Ha CITUIH:

oo 4

m

Cauxa 1.1. Hopmanua pacnodena

I'paduuxu mpukas ¢pynkuuje (7.11),3a =0, nar je Ha ciauuu:
Af(X)

-4 0 4

Cnuka 1.2. Cmanoapouzosana Hopmanna pacnooena
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OcHnose seposammuohe

OueknBaHa BpEIHOCT Cy4ajHE MpoMeHJbHBE X Koja nMa Hopmanny
pacnofeny oapelyje ce mpeko WHTerpana:
1 = bl
m=E(X)=—= [xe " dx

bvam:,

VYBohewmem cmeHe Y = Y TIapIfjaTHOM MHTETpaIyjoM, 1oouja

ce 1aje
m=a (7.12)
Bapujancy cnydajue nmpomenspuBe X ca HopmanHom pacnogenom
u3payvyHaBa ce IMpeKo MHTerpaa:

(x-a)?

l 9 -

0?2 =E(X-m)?= (x—a)’e 2 dx

v

2T -

YBohemem cMmeHe Y = , ¥ TIapIMjaTHOM MHTErpaIyjoM, 100uja
ce 1aje
o® =b? (7.13)

s (7.12)u (7.13)Buau ce xa cy a u b?, ouekuBaHa BPEIHOCT U
BapWjaHca ciy4yajHe TpoMeHJpMBEe X. 3aro ce Hajuemhe 3a ITydajHy
IPOMEHJBUBY ca HopMaitHOM pacriozienioMm u KOpUCTH O3HaKa:

X: N (m, 02)
a BEH 3aKOH BepoBaTHONA /1aT je y OOJIHKY:

(
1 - 2
f - 20
(X) o2 ©
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

. c —- 2 .
Cneyujanno, kaoa je m=0 u 0° =1, ciyuajna npomenmusa ca
3axonom eeposamuoha oamum m3ze. GaUSS-0860M KpUBOM:

f(x)=—e ?

uma Cmanoapou306any HOPMAIHY PACROOEY Ulje 8peOHOCHU C)y dame
mabenama uny y cmamucmuyKum naKkemuma npozpama.

Bpennoctu  ¢yHkumje pacnopene F(X), 3a  CTaHAApAU30BaHY
Hopmanny pacnioneny, nate cy y Tabesniama 1 o3HaueHe Cy ca CD(X).

3a onpehuBame BepoBaTHOhe 1a he ce BpenHOCTH CclydajHE
npomensbrBe X, Koja nma HopmanHy pacrozeny ca mapamerpuma mu o,
Hahu y WHTEpBay (Xl, X2) Hajuenthe ce KOpUCTE BPEIHOCTH (DYHKIIH]E

cranmapau3oBane Hopmanne pacnonmene gare y Ttabemama. Hamwme, u3
jenHauynHe

(x-m)?

1 2 - 2
Pix < X<xt=———|e 2 dx
{x, )} aﬁi
I10CJIC CMCHC
_X-m
Y=7%

nobuhe ce na je

2
1 o X X, —Mm X, —m
P{X1<XSX2}=EX1I—meZdX:CD( 20' )_CD( 10' j

(¢}

Ha OCHOBY HaBCACHOI' CC MOKC 3aKJbYUUTHU cneﬂehe: aKO BaXXu

X-m
X: N(m,d®), tana Y =7 : N(0,1). HaBenena tpanchopmanmja ce

YECTO Ha3UBa CMAaHOapou3ayujom CiiydajHe MpoMeHIbUBE X.
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OcHnose seposammuohe

Oynkiyja reaeparpuca Hopmanue pacnozene je pyHKIuja

W3pauyHaBameM OOMYHUX MOMEHATa Mpeko (QyHKIHje
oJroBapjyhux neHTpaJHuX MOMEHATa, JIaKO je MPOBEPUTH /1A je

£=0
B, =3

U3 4Yera ce 3akjbydyje na je HopmamHa pacmopena cuMeTpuyHa W Jla UMa

HOPMAJIHY CIJbOUITEHOCT.

Xu-kBagpar pacrnogena (X°)

Xu-xBajgpaT pacrnozena AeuHUIIE ce Kao pacrojiesia CyMme KBajapara
HE3aBUCHUX CIIy4ajHUX IPOMEHJbUBUX Koje uMajy HopmanHy pacnozeny, ca
MaTeMaTHuykuM ouekuBakbeM 0O u crapapagHoMm naeBujanmjom 1. Osa
pacmoziena je BaKHA y CTAaTHCTULM jep OIHUCYje pacmojeny BepoBaTHoha
KOje C€ KOpUCTE y HEKOJHMKO Hajuenihe KOpUITheHUX CTaTUCTHYKHX

npoieaypa.

Jedunuumja 7.7: Cnyyajua npomenmsusa X uma Xu-keaopam pacnooeny ca

N cmenenu c1o600e aKo je rwen 3aKoH seposamuoha oam @QyHKyujom

L}

k,(x)=46*°

0, 3aX<0

X
e?, 13ax>0

npu yemy je N npupodan 6poj, a koncmanma C, je dama ca
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

1 1

Cn = n X = n
w Ny X " (n
[x2 e 2dx ZZF()
0 2
20e jel(p)=[tPredt, p>0 je Iama ¢ynxyuja umu Ojneposa
0

@yHryuja opyee spcme.

3akoHu BepoBaTtHoha 3a Xu-KBaJgpar pacmojeny M 3a Heke
BPEIHOCTH N, IPUKA3aHU Cy HA CIIMILIN:

fix)s

041

it

i} 5 10 15 0 o=
Cnuxa 71.3. Xu - keadopam pacnoodene

CrnydajHy TpOMEHJPMBY Koja MMa Xu-KBagpaT pacrojery ca N
CTerneHu cinobo/e o3HauaBahemo ca

Xx:
dyHKIHja pacnojielic OBe CllyuajHe MPOMEHJBUBE O3HAYaBa Ce ca
z nh, X
K, (z) =C,[x2 "e 2dx
0

Bene Bpennoctu cy nare tabenama 3a cremnene cinodone ox 1 no 30.
3a Behe cremene cno6oae MOTY ce€ KOPUCTUTH NMPHUOJIIMKHE BPEIHOCTU M3
tabene ¢pynkuuje Hopmanne pacronerne.
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OcHnose seposammuohe

OueknBaHa BpPEeIHOCT CIIydajHE MPOMEHJbUBE KOja MMa Xu-KBajpar
pacmozieny ca N CTerneHu caodoe je:

E(x)=n
a BapHjaHca.
o’ =E(x-m)?®=2n
Oo6wnuan momeHat pena K gar je uspasom
m. =n(n+2)(n+4)...(n+2k-2)
TaKo J1a je
My =8n
U, =12n(n+4)

Koedumujent acumerpuje nma BpeaHOCT

B = 8
Y \n
a Koe(hUIMjeHT CIIJbOLITEHOCTH je
12
=3+—
B, =3+

U3 ¢dopmyne 3a koeduIjeHT acUMETpUje ce BUAM Aa Xu-KBajapat
pacmozienia TeXH CHUMETPUYHO] pacmojenu Kajg N — o, a u3 dopmyse 3a
KOC(QHIMJEHT CIUBOIITEHOCTH C€ BHIU Jia HEHA CIUBOLITEHOCT TEXHU
HOPMAJTHO].
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

CryaeHnTroBa pacnojesa

CrynentoBy pacnoneny nepunucao je W.S. Gossety pany
00jaBJbEHOM MO/ IICEYAOHUMOM ,, CTYAEHT .

Jedunuumja 7.8: Cnyuajua npomenmusa X uma Cmyoenmosy pacnooesy
ca N cmenenu cnobooe axko je rer 3aKkon eposamuoha oam gyukyujom

n

—0< X<o0

O ]

n+1 n+l
r( 2 j [ﬁ ij‘z
1+

Cnydajuy mpomeHsbMBY Koja mMa CTyIeHTOBY pacmojeny ca N
CTereHu cnobo/e o3HauaBahemo ca

Xty

Ha cnunu cy npukasane ¢pyakuuje f, (X) 3a N=3 u Nn=45:
i)+
0451

n=45
n=

- =25 0 2.5 5oy

Cnuxa 7.4. Cmyoenmosa pacnooeia
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OcHnose seposammuohe

3akoH BepoBaTHoha CTyJeHTOBe pacmojenie aT je CUMETPHUYHOM
¢yHKIMjoM ca MakcMMaiaHOM BpeaHomhy 3a X =0. OuyekuBaHa BpEeTHOCT
CiIy4ajHe IPOMEHJbHMBE KOja Ma CTyJIEHTOBY pacroieny je:

m=E(x)=0
OOuYHYU ¥ IEHTPATHU MOMEHTH cy Mel)ycoOHo jemnaku. Bapujanca
je jemHaka:
2 n

=, n>2
n-2

o

koedumujeHt acumerpuje B, =0, a KoeQUIUjEeHT CIIJBOLITEHOCTH € jeHAK

6

, n>4
n-4

B, =3+

Bpennoctu ¢pynknuje CTyneHTOBe pacmojene Hanase ce y Tabenama,
axamga N — oo, CtyneHToBa pacmozena Texxu CTaHIapan30BaH0j HOPMATHO)]
pacmojienm.

32 X:N(0O,1) u Y:x?, koje cy MeljycoOHO HE3aBHCHE, BAXHN:

SR
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

F-pacnogena

Jedunnumja7.10: Cnyuajua npomennsusa X uma F-pacnoodeny ca ny u n;
cmeneHnu coboode, axko je reH 3aKoH 8eposamuoha oam QyHKyujom

M

r(nl-i-nzj & a _n+n,
2 n, ] 14 WX 2
fnl,n2 (X): n n
=2 r| ==
2 2

0 3aX<0

I'padpumn  3akona BepoBarHoha F-pacmomene 3a pasmuuute
BPEIHOCTH IMapaMeTapa MpuKa3aHu cy Ha ciieaehum ciukama:

0075 1

fiz)

Cnuka 1.5. F-pacnooena

OueknBaHa BpeTHOCT F-pacriozerne jenHaka je
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OcHnose seposammuohe

a BapHWjaHca je
2n22(n1 +n, - 2)
nl(n2 - 2)2(n2 —4)
[Ipu oppehuBamwy BepoBaTHoha ciyuajHe mnpomeHJbUBe ca F-
pacrozenoM KOpUCTHMO Tabeily, Koja caapku BpenHocTH F, 3a koje je

dbyuknuja pacnonene jennaka 1- a=0,95 u 1- a = 0,99, a 3a paznuuure
cTeneHe cio0oIe.

o’ =

Axo je cnyyajna npomensusa X degpuHucana Kao KOITUUHUK

i

X :i: n2Y
Z nz
n2

npu uemy cy Y u Z HezasucHe ciyuajue npomeHnsuse Koje umajy Xu-xeaopam
pacnodene ca N1 u Ny cmenenu croboode, pecnekmueno. Taoa X uma F-
pacnoodeny ca N1 u Ny cmenenu coodooe.
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

JABoaumenzonainna Hopmaana pacnogena

debunnnmmja 7.19: Jleooumensuonanna cayuajua npomenmusa (X,Y),
HenpexkuoHoe muna, uuje epeonocmu cy cee mauxe pasuu XOY, umahe
Hopmanny pacnodeny axo je 3axon geposamuoha oam gyukyujom:

1 J(x—mx)2 _pr—mx Dy-my +()’—my)z

1 A T

) 210,0,/1-p?

f (x, y) (7.24)

npu uemy cy M, u M, ouexueane epednocmu O, u G, eapujance, a P

Koeguyujenm xopenrayuje npomeroueux X u Y.

Tauka (mx,my) NpeacTaB/ba TEXHUIITEe pacnojene. To je Tauka y
K0joj] DyHKIIMja ©Ma MAaKCHUMYM.

3anpemuHa orpanndeHa X0Y paBHU U MOBPIIHHOM f(X, y) jenHaka
j€ IBOCTPYKOM HHTEIrpay

_of _of f (x, y)dxdy =1.

[lorpeOHO je oapenuTH MAapruHajHe 3aKoHe BepoBaTHoha.
MaprunaiaHu 3aKoH BepoBaTHOha 3a X je/IHaK je HHTerpary

()= ] 1 (xy)dy
Excrnionent uspasza (7.24)Moske ce HAIKCATH Y OOIUKY

Jalem)t 1 fyem xem T
2 o; 2(1—p2) o P

y X

TaKo Ja je
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OcHnose seposammuohe

_%(X—ﬁ;x)z 1 [y—my_px—mx}2
e Ox ) 2
f,(x) = [e et oy o

YBoaehu cmeny

{= 1 y-m - x-m
J1-p?®
TOpIH-M UHTETpal Ce CBOAU Ha

2

_1x-my)
e 2 U% oo _f
f.(x) = =0,1-p* Je 2dt
210,0,/1-p oo
OJIHOCHO,
Y= 2
A — e_;( 5
! o 21
jep je

2

w t2
[e 2dt =21

(7.14)

Ha cianuan HaunH Ou 1oOWIIM M MaprUHAIHU 3aKOH BepoBaTHOha 3a

Y. To 6u Ouna dynkiuja

_}(y‘my)z
fy)=—t—e”

g, 271

Ha ocuoBy (7.14)u (7.15)Mo0keM0 TBPANUTH:
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

Axo dsooumensuonanna ciyyajna npomersusa (X,Y) uma Hopmanny
pacnodeny oamy 3axkonom eeposammoha (1.24), maoa u X u Y umajy

mapaunanne Hopmanne pacnooene ca napamempuma (mx ,0 X) u (my ,oy).
3a [najby aHamM3y TMOTPEOHO je YTBPIUTH YCIOBHE 3aKOHE

BepoBaTHOha. Buzjenu cMo 11a je yCIOBHM 3aKOH BepoBaTHONA 3a CilydajHy
MPOMEHJBUBY X, O] YCIIOBOM J11a je Y = Y, 1aT KOJMHYHUKOM

f(xy)

fz(y)

3a cimyuaj Hopmanue pacrozerne, oBaj yCJIIOBHHM 3aKOH BepoBaTHoOha
umahe 00Uk

f(x/y) =

o,V21 2(1-02)| o2y Oy Yo T2
f(x/y):zm;m [-?)| y
Xy

[Tocne ckpahema u cpehuBama n3pasa y eKCoHEHTY jgo0uhe ce

2

e

f(x/ (7.16)

1
y)_Oqul—pZ\/E'[

2 .
AKo ca g, 03HAYMMO YCIOBHY BapHJaHCY 3a MPOMECHJBHBY X, MO

ycioBoM Jia je Y =Y, aca ml(y) YCJIOBHY OYEKHMBaHY BPEIHOCT, OHJA U3
YCJIOBHOT 3aKOoHa BepoBaTHoha (7.16)cnenu aa je

2
o3, =0i[1-07]

m(y)=m, +p%(y— m,)

y
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OcHnose seposammuohe

Caga ce ycloBHM 3aKOH BepoBaTHOha 3a MpPOMEHJbUBY X MOXeE
HalMcaTH y 00JIHKY

_a[x-mi(y)]?
2 2
f(X/y):—c 12ne X7
xly

Tako cmo nobwnm cnenaehu pesynrar:

Yenosna pacnooena 3a cayuajny npomensusgy X, noo ycioeom oa je
Y =V, je Hopmanua pacnoodena ca yciognom cpeouHom

m(y)=m, +p*(y-m,) (7.17)

U YCIOBHOM 8APUJAHCOM

02, = 0%(1-p?) (7.18)

xly

Ha cimyan Ha4WH ce MOXKe 3aKJby4nTH 1a he ycimoBHa pacnojena 3a
CIy4ajHy MpOMEHJbUBY Y, moj ycioBoMm paa je X = X, outu Hopmamna
pacroziena ca yCIOBHOM CpPEeTMHOM

o
_ y
my(x) =m, +p_*(x-m,) (7.19)

X

U YCIIOBHOM BapHjaHCOM

02, =02(1-p?) (7.20)

yIx

3HamMo oJ1 paHHje Aa je, y CIIydajy Aa cy ciydajHe mpomeHsbuBe X u Y
MelycoOHO He3aBUCHE, KoehunujeHT Kopenanuje P=0.

A can hemo mipernocraButyu 1a X u Y umajy Hopmanny pacnogeny u
naje p=0.Onna je BUXOB 3ajeTHUYKH 3aKOH BepoBaTHOha pyHKIMja
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

)=,
xy

a TO ce MOXe HalucaTu y 00JIUKy
f(xy) = ()T, (y)

npu yemy cy f,(x) u fz(y) MapruHaJHHM 3aKOHU BepoBaTHoha 32 X u Y.
To 3nHaum nma cy X m Y HE3aBUCHE CIIydajHE MPOMEHJbHMBE. MOXXEMO TO
uckaszatu cieaehum TBphemem:

Axo  (X)Y) wuma Hopmanmy pacnodeny, maoa je 3a HUXOBY
He3a8UCHOCI NOmpeOHO U 0080/bHO 0d je Koeduyujenm Kopenayuje jeOHax
HYJIU.

ITapamerpu nBoauMen3uoHag e HopmaJsine pacnoaese

Y  dynkmuju f(x, y), KOja TpeacTaBhba 3aKOH BepoBaTHOha
JBOJMMEH3HOHAIHE ciaydajHe mpomersbuBe (X,Y), mojaBipyjy ce cienchu
napaMeTpHu: m(,m/,ci,cf, ip.

Maprunanaau 3akoH BepoBaTtHoha 3a X je pyHkIHja

1(x-my)?
1 2 2

flx)=——F—=—=e "~
(x) o Jan

OJlaKJIe C€ MOXKE 3aKJbyuyUTH Ja je MM, OYeKHMBaHa BPEIHOCT CIIydajHe

npoMeHsbuBe X ,a 0> HEHa BapHjaHca.

W3 mapruHamHOr 3akoHa BepoBaTHoha fz(y) MOXE ce Takohe

3aKJbYYUTH 13 je M|, OYeKMBaHa BPEAHOCT Y, a O )2, IbCHA BapHjaHca.
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OcHnose seposammuohe

3a OCHOBHE aHaiu3e ABoauMMeH3HoHanHe Hopmanne pacnoxpene

noTpeOHO je joII YTBPAUTH HEeHY KOBapHjaHCY.

Ha ocHoBy nedununuje xoBapujance umahemo
O, = _oj:o _oj:o(x - mx)(y— my) f (x, y)dxdy

ITO ce, y cinydajy Hopmanne pacronene, cBOAM Ha

O, = C_OI; _OI; (x - mx)(y - my)e_z(l_pz)@dxdy

IpU YeMy CMO, paJau KpaTtkohe, 03HauMIH ca

1
= 210,041~ p* ’
_(em)”  x-m, y-m, (-‘/‘my)z
Q= o2 m 2P o, Dyoy ¥ o’

Ja 6u pemwnu unterpan (7.21),npBo hemo yBect cMeHy

\Y;
o, o,
TaKo Ja je
2 2
O-XO- o o - 2 [u —2p uv+v ]
oxy:—yj IuD/Eez(lp) dudv
2m1-p? -
YBoaehu cmeny
u-pv
P =t V=S
1-p°

yuju JakoOujaH je
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

1
o
J N

U3pa3 3a KOBapHjaHCy CBOJUMO Ha MHTETpaj

o,0pe Lau &
0. =—2 [e 2 [SPe 2dsdt
o | |

Xy
—00

—00

OIHOCHO,
g, =p0,0,,
jep je
w _t* o S
Je 2dt = [s’e 2ds=+/2T1
Ha ocHoBy nedunmmmje xoepuiMjeHTa Kopenamuje, BHAM CE 1a

napamerap L0 , KOjU c€ T0jaBjbyjeé y 3aKOHy BepoBaTHOhe f(x,y),
npezcTaBiba KoeUujeHT Kopeanuje.

Can MoXkeMo pe3uMuparu:
Texuire pacrozene je y TauKu

T(m,.m)

a TUCTIepCHOHAa MaTPHIIa je MaTpUIla

2
W:{ 02 poxoy}
2
po,0, O

y

WNuBep3na matpuia nucrnepcuone matpure W je matpuiia

4 P
1 o2 0.0
-1 _ X X=y
W _1_92 __P i
2
0,0, o
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OcHnose seposammuohe

Osnaunmo ca Q kBagpaTHy Gopmyny
X—m, }

o-fmsempl}

Bamemyjyhun W™ n muaoxehn, nobuhe ce 1a je
1 |(x-m) m (y-m)
- X-m, Y- -

Q= 2 2 ~2p Dy + 2

1-p o o, o, o,

X

HerepmuHanTa aucnepcuone marpuie W je
detw = 0202(1-p?)

Cam ce 3akoH BepoBaTHOhE JIBOJWMEH3HMOHAIHE CIIy4ajHE
npomensbuBe (X,Y) Moe Hamucatu y 00Ky

foy) =t o
Y= ongew

OBaj pesynTar ykasyje Ha TO Ja BHIIeIMMEH3UOHanNHy Hopmanny
pacmoseny Tpeba mpoydaBaTH TpPEKO MaTpuie U oxarosapajyhux
KBaJpaTHUX (HOPMH.

Perpecuone xpuse xox Hopmasne pacnoaesie

Jla Ou ce ogpeauia perpecuoHa kpusa 3a Y y ogHocy Ha X, Tpeba u3
YCJIOBHOT 3aKOHA BepoBaTHOha

Oy 2
fly/x)= [
(y X) o,41-p*~v2m

OJIPEIUTH OYeKHBaHY BpeaHocT. Kako je To 3akoH BepoBarHoha Hopmaine
pacrozieie, OH/Ia j€ OYeKHBaHa BPEIHOCT jeHAKA
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7. Moodenu pacnoodena cayuajuux npomeH/ousux

0}
m(x)=m, +p—*(x-m,)
TaKo J1a j€ perpecuoHa KprUBa CKyI Tayaka
o YTM  pxom,

g, o,

a TO cy Tauke Ha MPaBoj KOja HHje HUILTA IPYro HETO cpedrba Keaopamua
pezpecuona npaea.

Ha crnuyan HauuH OM OApeAMiM W JIPYry PErpecuoHy KpUBY 3a
IIPOMEHJBUBY Xy OJTHOCY Ha Y.

Axo (X,Y) uma Hopmanuy pacnooeny, maoa ce pezpecuone Kpuee
€800e Ha cpedivbe Keaopame pezpecuone npase.

-m —
y yzplj( mx

g, g,

my_lﬁ

gy

Tlopeo moea pezudujymcke eapujarce cy jeOnaxe
Oy =0 (1 p?)
ax,y =0 (1 P )

Bumn ce nma pesuamjymcka BapujaHca 3a Y, MOJ YCIOBOM Ja je
X =X, HE 3aBHCH O]l BPETHOCTH X U UCTA j€ 3a CBAaKy BPEIHOCT. AKO je
p=0, peswamjymcka BapujaHca 3a Y je jeAHaKa YHCTO] BapHUjaHCH
MIPOMEHJBUBE Y, a TO 3HAYW J]a HaM TTO3HaBamkEe BPEIHOCTH 3a X, Hehe gaTu
HUKaKBY MH(GOPMAITH]y O BPEIHOCTH NpoMeHJbrBe Y. Y ToMm ciydajy X u Y
Cy CMOXACMuYKY He3A8UCHE.
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OcHnose seposammuohe

Ca npyre cTpaHe, ako je p° =1, Tana je pe3uaujymcKa BapujaHca 3a
Y jenHaka Hy/M, a TO 3Ha4M J1a heMo, Ha OCHOBY BpeaHOCTH X, MOhM Ta4yHO
na onpenumMo BpemaHocT Y. Y tom ciyuajy uzmehy X u Y nocmoju auneapna
3a8ucHocm.

HapaBHo, aHaJOrHM 3aKJbYUIIM HAa OCHOBY PE3MIUjYMCKE BapHjaHCe,
Ba)Ke U 3a JIPyry IPOMEHJbUBY X, O] ycioBoM faje Y = Y.
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8. Pacnooene nexux ¢hynkyuja cayuajuux npomeH/ousux

8. PACIIOJAEJIE HEKUX ®YHKIINJA
CJOYYAJHUX IPOMEHJ/bUBHUX

OcHOBYy mpHMEHE Teopuje BepoBaTHOhe y pelaBamy peasTHHX
npobnema, mpencTaBibajy oapehene (yHkiMje ciaydajHUX NMPOMEHJBHBX U
BHUXO0Be pacnozene. Mu hemo ce oBzie, yKpaTko, YIIO3HATH ca HEKUM O] THX
(GyHKIIMja 1 BEUXOBUM pacrojeama.

8.1. JIMHEAPHE ®YHKIINJE

Pasmatpahemo K-1uMeH3nOHATIHY CiIy4ajHy IPOMEHJbUBY
X = (X0 Xp)

Jluneaprom @yHKyujom CryuajHux npoOMeH/bUBUX 308eMO (DYHKYUJY
oamy y 0OuKy

L =aX +aX, +..+ a X,
pu 4eMy cy a,,da, ,...,a, , oopehene KoHcmanme.
O3Haunmo ca
m, m,...,M (8.1)

OUYCKMBAHE BPEHOCTHU CIIy4ajHUX MPOMeHIbUBUX X, X,,..., X, ,aca
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i =1 2.,k

W:[Uii] J — :L 2,"., k

IBbMXOBY JAMCIEPCHOHY MaTpHily. IIpu Tome je
(Xi —m)(Xj _mi)

[IpBo hemo oxapenuTH O4YEeKMBAaHY BPEAHOCT M BapHjaHCy JTUHEApHE
¢dynkumje L nare ca (8.1).

o =E

Kag je (X,,...,X,) IpekuaHa ciy4ajHa IPOMEHJbHBA Ca 3aKOHOM
BepoBaTHOha

(Xlil'x2i2 ""'ink); piliz...ik,

rneje i, = 12,..;0, = 12,...; i, = 12,..., OHIIa je OYEKHBaHA BPEIHOCT
nuHeapHe QyHKIIH]je

=1 Q=1] j=1

k
E(L)= z z {z a; Xi,} Pii,.i, =
= alilZzlxlil_iZ:l {Z...ikZ:l Py } +

Tt akzxkikizzl{zmz piliz...ik} =am +..+am
=1 i 271

= 1=

OJTHOCHO,
k
E(L)=Xam (82)
Kan je (X,...,X,) HempekuaHa ciaydajHa MPOMEHJbHBA Ca 3aKOHOM
BepoBaTHOha

OYCKHBaHA BPEIHOCT JIMHEeapHe GyHKIHje he Outn
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8. Pacnooene nexux ¢hynkyuja cayuajuux npomeH/ousux

00 00

E(L) = [ JQax) f04m.%)dx...dg = > am

—0 -0 i1
Tako cMo nobwunu cienehu pe3ynrar:

Ouexusana épedHocm uHeapHe QyHKYUje CAy4ajHux npoMeHbUBUX
X1, X, ., X je jeonaka ucmoj nuneaproj QyHKyuju muxo8ux 04eKusaHux

8pedHoCcmu.

Bapujanca nuneapne pynknuje L je jennaka
o?(L)=E{L-E(L)}

OIHOCHO,

o(L) = E{Zaixi _ZaiM} = E{Zai(xi _m)}

Kan wm3pa3 y 3arpagm KBajpupamMo W HCKOPUCTHMO OCOOMHE OYCKMBAHE
BpeaHOCTH 1o0uheMo n1a je

a*(L) :ZaizE(xi -m)? +Z Zaiaj E(X; —-m)(X; -m,) = (8.3

izl £l

K Kk
=Zai20i2+z zaijaij

iZ]  i#]
Cneyujanno, axo cy X, X,,..., X, He3asucue ciyuajue npomeH,ouge
OHOa je sapujarca 1uneapHe yHKYuje jeOHaxa

k
o’(L) = &0
i=1

Tj. 8apujanca auHeapHe @YHKYUje NPOMEH/bUBUX, JeOHAKA je TUHeapHO]
DYHKYUjU HUXOBUX BaAPUJAHCU.
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[IpernocraBumo fa cy X1 Y J1Be HE3aBUCHE CIy4ajHE IPOMEHIbUBE.
Tama je WHUXOB 3ajeJHUWYKM 3aKOH BEpOBaTHOha jeAHAK MPOU3BOIY
MaprUHAIHUX, Tj.

f(xy) =1f.(x) Uf,(y)

Ouexugana 8pedHOCm  Npouszeo0a 08e  He3A8UCHEe  CIVYajHe
npomeHmbuge buhe jeOHaka npouzso0y HUXOBUX OUEKUBAHUX 8DEOHOCU, Mj.

E(XDY)= | [xyf (x y)dxdy =

—00 —O00

It (9x ] ¥, (y)dy = E(X) CE(Y)
Jlako ce yBeputu aa he oBa ocoOuHa BaXUTH U 32 IMPOHU3BOJ OMIIO
Koje JBe (PyHKIIM]je HE3aBUCHUX CIIy4ajHUX MPOMECHIHUBUX:

Ouekusana 6pedHocm npou3eo0a 08e (QyHKYuje He3a8UCHUX
CIVUAJHUX NPOMEHMHUBUX JeOHAKA je Npou3gody HUXOBUX OUEKUBAHUX
epeoHocmu, Tj.

E[9(X)L(Y)] = E[g(X)] CE[L(Y)] (8.4)

MeTosoM MoOTIyHE WHAYKIH]E C€ JIAKO 3aKJbydyje Ja OBa O0COOMHA
BaXXHU M 32 MPOU3BOJI K-HE3aBHCHUX TIPOMEHIBUBHUX.

Pesynrar (8.4) nmpumenuhemo Ha (yHKIH]y reHeparpucy. Heka cy
0,(t) i 9,(t) ¢ynkumje TeHepaTpEice  HE3aBUCHUX  CIIy4ajHHX

npomensprBux X, i X, Tj.
g(t)= E[e™]

g,(t)= E[e*?]

Tana je pynkuuja renepatpuca 30upa oBux npoMensbuBux X, + X,
jemHaka

g(t):E[e‘xl*xz)t} = E[exltexzt] = E[exlt] EE[eXZtJ =g,(t)g,(t)
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8. Pacnooene nexux ¢hynkyuja cayuajuux npomeH/ousux

[ToTryHOM MHAYKIIM]OM, OBaj Ce€ pe3yJaTaT MOXe HMPOIIUPUTH U Ha K
HE3aBUCHUX CIYyYajHUX MPOMEHIbUBHX.

@yukyuja 2enepampuca 36upa K Hezasucnux cayuajuux
HPOMEHLUBUX JEOHAKA je nPOU3600Y UX0CGUX ()YHKUUja 2eHepampuce.

ITocmatpajmo cimydajHy mnpomeHsbuBy X; koja uma Hopmanny

2

pacnozmenny ca mapamerpuma Mm; | 0. ®PyHkumja reHeparpuca 3a

IIPOMCHJBHBY
Y=X -m

nMahe 00K

2

[ — .2
[e%e *Tay (8.5)

(t)=—=
W= o2

6=

3ai=12,..,Kk.

Cag hemo mocMaTpaTH HE3aBHCHE CIydajHE IPOMEHJbUBE
X1, X,,..., X, ca Hopmanuum pacnozenama. dyHikuja renepaTpuca 3a

Y =a, (X, —m)+a,(X, -m) +..+a, (X, —m)

ouhe jeqnaka nmpousBoay pyHKIHja reHeparpruca (8.5)

— — l 2[ 2 2 2]

9(1) = 6, (a) 9> (3,1).- Gk (&) =expy S[a,0y +a,0 +..+ a0,

OueknBaHa BPEJHOCT CIy4yajHEe NPOMEHJbUBE Y je jeqHaKa HylH, a

IbCHA BapHUjaHca je
0% =a,07 +a,0; +..+ a0

na ce pyHKIMja reHepaTpuca MOKe HaIlucaTu y o0JIuKy

1
2452

ot) = e?

301



OcHnose seposammuohe

onakne cneau TBphewe: Cnyuajua npomenwusa Y uma Hopmanny
pacnooeny.

JIuneapHa ¢byHkuuja L=a X +.+a X, CITy4ajHUX

MIPOMHEJbUBHX X X, e, X UMa OUYEKHBaHY BpPEIHOCT

E(L) =am +..+ am, uBapujancy 0° (L) =a’c’+..+ ao;.

Cnyuajua nmpomensbuBa L - E(L) ce cBonu Ha QyHKIH])Y
L-E(L) =a,(X;-m) +.+a, (X, -m),

Axo cy X;,X,,...,X,, HE3aBHCHE ClIy4ajHE IIPOMEHJbUBE Ca

Hopmanuum pacnosenama, oHaa cMo Buienu na he mweHa (yHKOMja
reHepaTrpuca MMaTu O0JINK

1
L2521

g(t) =e?
ITO 3HAYU.
Jluneapna ¢hynkyuja
L=a X +.+a X,

K nezasucnux cnyuajuux npomenmusux ca Hopmannom pacnooenom, umakhe
maxohe Hopmanny pacnooeny ca ouexueanom epeonouihy

E(L) =am+.+am
U 8ApUjarHcom
o%(L) =a’oi+..+ a’o;

g 2 2
20e cmo ca M,,..Mm i O07,.,0, O3HAYUIU OYEKUsaHe BPEeOHOCMU U
sapujance cayyajuux npomeHsusux X, X, ..., X, .
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8. Pacnodene nexux ¢oynxyuja cayuajHux npomeHbusux

8.2. KBAJIPATHA ®YHKIUJA

IMosnato je nma je Hi-xBampar pacnogena oapeheHa 3aKoHOM

BepoBaTHOha

k(X)=Cx2e?2 zaxz0

npu uemy je C, KOHCTaHTa, Tako ozapeheHa Ja je uHTerpan
j k (X)dx =1
0

OyHKIMja TeHepaTuca, 3a OBaKBY CIIy4ajHy IPOMEHJbHUBY je

}yHKIHMja

® n, X
g(t) = E(e¥)=C, [e*x2 "e2 'dx =
0

n o (1-2t)x
=C,Ix2 e 2 dx

oO—=3

VYBonehu cmeny
y = (1-2t)x

ImocMaTpaHu UHTCrpajl cC CBOJAU HA

noox o n oy
gt) = (1-21) 2C,[y 2 e 2dy
0

OJHOCHO,

g(t) = (1-2t)2
jep je
© _E_l _X
Cly? ezdy=1
0
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Ocnose geposamnohe

Haxne, ¢hynkyuja cenepampuca ciyuajne npomenmuse X Koja uma
Hi-xkeaopam pacnooeny ca N cmenenu cnob6ooe dama je ghynkyujom

o) = (1-2)2 ©6)

A can hemo mocmarpaTtd N HE3aBUCHHUX CIIyYajHUX HMPOMEHJbUBUX
X,,..., X, Koje uMajy cranmapauzoBany Hopmanny pacnozery N(O;1). Ca
X hemo o3Ha4yMTH CllyyajHy MPOMEHJBUBY KOja MpeicTaBiba 30up KBajapara
Clly4ajHUX IPOMEHJBUBUX X, ,..., X

Kao cy X, X,,..., X,
Hopmannom pacnooenom N(0;1), onoa cnyuajna npomenmusa

X = X7+ X;+.+X;2

n*

He3d6UCHEe Cﬂy’{ajHe npomen/buee ca

uma Hi-keadpam pacnoodeny ca N cmenenu crobooe.

Joka3z. Tlotpaxuhemo (yHKIM]y TeHepaTpucy 3a CIydajHY
[IPOMEHJbUBY

Y = X?

To he 6utu pynkuuja

1 00 R _LZ 1 o0 _(1—2t)><2
gt)=E@E")=——= e [& 2dx=—+~=[e 2 dx
~ 277_[, \/277_[0
Veomehn cmeny (1-2t)Xx =y um  xopuctehu unmeHHIy ga je
MHTETPaI

2
1 =X
— [e 2dx=1

Jor -

JIaKo ce po0uje 1a je

g (t) = (1-2t) 2

onakie ce 3ak/bydyje: CiyuyajHa mpomensbuBa Y = X7 uma Hi-kaapar
pacrozielry ca jeJHUM CTEIEHOM CJI000/1e.
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8. Pacnodene nexux ¢oynxyuja cayuajHux npomeHbusux

ITo mpernocraBum cy X,;,X,,...,X,, He3aBucHe ca HopmamHoMm

acIozieioM, a To 3HauWm ga ¢y u X2, X2,....X? Ttakohe He3aBHCHE
1 2 n

npoMmeHspuBe. DyHKIMja TeHepaTpuca HBHHUXOBOT 30upa Owhe jemHaka
NpOM3BOJlY HUXOBUX (YHKIMja TreHepaTpuca. 3aro je, 3a CclaydajHy
IPOMEHJBHUBY

n

X =XZ+ X2+, .+X?

dbyHKIIMja reHepaTpuca jeTHaK

N[

9(t) = 6,15, .. 9,() = |‘J a-2t)°

OJHOCHO,

o) = (1-21) 2

a To je yctBapu (yHkumja reHeparpuca Hi-kBaapar pacnozpene. Tume je
JIOKa3aHO HAaBEJICHO TBPhHEHE.

[IpermocraBumo na nBe mpomeHsbuBe X W Y mmajy Hi-kBaapar
pacrmoaeny ca N 1 M creneHu cinoboze u na cy mehycooHo HezaBucHe. Tada
FoUXO08 30Up

Z=X+Y
uma makohe Hi-keaopam pacnooeny ca (N+m) cmenenu crobooe.

Jloka3. Henocpenno wu3 ¢yHKIMjEe TeHepaTrpuce 3a Z, Cleau
HaBeJIeHO TBpheme.
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8.3. CTYAEHTOB KOJIMYHUK

3a ciydajuy mpomeHsbuBy X Kaxemo na uma CryneHToBy t-
pacroziely, ako je \beH 3aKOH BepoBaTHOha 1aT GyHKIIHjoM

n+l

$00=C,a+ )7, 2 x0(-o; o

[TocmaTpahemo cimywyajuy mnpomensbuBy Y ca HopmamHom
pactiogenom N(O;1) u ciywajuy npomenspMBy Z Koja uma Hi-kBagpar
pacnozenny ca N creneHun cinobome. Heka cy To He3aBHCHE ciydajHE
POMEHJBbHBE.

Taoa cnyuajna npomenvusa

Y
x—ﬁﬁ

uma Cmydenmosy m-pacnodeny ca N cmenenu cio0600e.

Jloka3. 3akoH BepoBaTHOha 3a JBOJMMEH3WOHAIHY CIy4ajHY
npoMeHJbUBY (X, Z), 1at je GyHKIHjoM

2
n,y ¥

f(y,z2)=Cy? e?e ? (8.7)

OyHKIMja pacnojene ciydajHe NpoMmeHJbuBe X neduHucaHa je
peKo BepoBaTHOhe

F(x) = P{ X < x};

3a mocMaTpaHn ciy4aj, To he 6utu ¢pyHkuuja

W7
F(x) = P{\/ﬁ% < x} - P{Y < Tnz} = [[ f (v, dyet,

_xz
Y="In
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8. Pacnodene nexux ¢oynxyuja cayuajHux npomMeHbusux

npyd YeMy Y y3uMa BPEIHOCTH M3 MHTepBaja(—oo; ©), Z M3 WHTEepBaia
(0; ). 3amemyjyhu y ropwmu unrepsan pyukuujy f(y,z) nmary ca (8.7),
nobuhemo
xJy
n y \/7 _LZ
F(x) = CI y2 e 2 j 2dz|dy

VYBonehu cmeny

nobuja ce
n1y x _tPy
F(x) = CI 22 [e gt |dy
OJTHOCHO

n-1 12
F(x)=C]| {Iyez(1 n)dy} dt

ITocne cmene

2

P SOV S
=5 (1+), du=2(1+)dy

nobuhe ce

n-1_

F(x):Cl.W(H—) 2 ju e‘“du}d

2 _n+l
t

F(x) = cni(1+5)‘2‘l dt
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jep uHTerpal
o n-l
fu2ddu

0

uMa KoHauHy BpeaHocT. DyHKIIM]ja pacmojene MOXKe ce HalucaTH Y O0IHUKY

X 2 ntl
t

F(X) = C“_L(“E) 2 dt

a TO HHje HUIITA JPyro Hero (yHKIMja pacrojiese CiIy4ajHe MPOMEHIJbUBE
koja uMa CryaeHTtoBy t-pacmomeny ca N creneHu ciobome. Tume je
3aBpIIIEH JI0Ka3 HaBeIEHOT TBphema.

Heka cy cimyuajne mpoMeHIbHBE
Y, Xy, Xy X,
HE3aBUCHE ClTyuajHe npoMeHsbuBe ca Hopmannom pacniogenom N(0O;1).

Cmyoenmog KOJUYHUK je CYUajHa NPOMEH/bUBA

Y

\/rl][xf X2

koja uma Cmyodenmosy t-pacnoodeny ca N cmenenu ciobooe.

X =
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8.4. FISHER — SNEDEKOR-OB F -KOJIIMYHHUK

Cnyuajna npomensbuBa X uma F-pacnogeny ca n, U n,CTeneHu
ci1000/1e aKo je HbEeH 3aKoH BepoBaTHohe naT GyHKIHjoM.

n Mt

fom = Con X2 (N, #0) 2, 33 X0 (0 )

[IpernocraBuMO 1a Cy ciay4ajHe npoMeHsbuBe Y U Z HE3aBHCHE U
na  wumajy Hi-kBagpar pacnomemy ca N, M n, CTeNeHH cioboze.
[TocmaTpahemo ciydajHy NPOMEHIBUBY KA0O KOJIMYHHUK OBE JIBE IPOMEHJbUBE

VLA
n, Z
3ajennuuky 3aKoH BepoBaTHoha 3a (Y,Z) Owuhe ¢pyHkuuja
Mmoom vz
f(y,22=Cy? z2 e ?
YBoaehu cmeny
n

X=—=
r]l

y U=12,

N [<

y IIOCMaTpaHu 3aKOH BepoBaTHoha nobuhe ce

ng . np+np _H(:HLLX]
g(x,u)=C,x2 u 2 e? ™

KOJH TIPE/ICTaBJba 3ajeTHUYKH 3aKOH BepoBaTHOha 3a X u U. UHTerpumyhu
oBY (hyHKIMjy 1O U y TpaHHMIIaMa O] HyJa 0 OeCKOHauyHOCTH, AoOuhemo
MapTHHAIHYA 3aKOH BepoBaTHOha 3a MpoMeHJbUBY X y OOJIUKY

N n+n,

fnl?nz = Cn1;nz XE_ (n2 + nlx)_T' 3a X D (O’ 00)

TaKo J1a C€ MOK€ TBPJUTH:
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Axo ¢y Y u Z 0se nesasucne cayuajue npomenmuse ca Hi-keaopam
pacnooenama, OHOA KOJUYHUK

Y
n Z

uma F-pacnodeny ca N, un, cmenenu cnobooe.

[TocmaTpajmo 1Be rpyne He3aBUCHUX CIIy4ajHUX MPOMEHIJbUBUX
X Xy X,

1

Yo Yy,

Heka cBaka o mux uma Hopmanny pacrmogeny N(O; 1).

Taoa xonuuruk

i(X12+...+X§1)
X =1
1
n*(Yf TN )
2

uma F-pacnoodeny ca n,un, cmenenu cnobooe.
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