
A Pismeni ispit iz DMS-a, 08.02.2009. A

Prezime i ime studenta br. indeksa

1. (25 poena) Misle�i da je atraktivan izgled dovoǉan za karijeru pevaqice, pet mojih mladih sugra-
�anki (Kristina, Jelena, Taǌa, Radica, Violeta) idu sa audicije na audiciju i – do�ivǉava neuspeh
za neuspehom. Koliko koja ima godina (18,19,20,21,22), na koliko su audicija bile do sada (4,5,6,7,8) i
xta su pevale na posledǌoj (”Plava lampa treperi”, ”Kroz xǉivike i livade”, ”Mirno spavaj, nano”,
”Xta �e mi �ivot” i ”Kukavica”) otkri�ete iz ovog zadatka.

• Kristina ima godinu dana vixe od interpretatorke pesme ”Mirno spavaj, nano”, a godinu dana je
mla�a od devojke sa najmaǌim brojem pokuxaja.

• Devojka koja ima 21 godinu, bila je na audicijama jednom vixe nego Jelena, a jednom maǌe od one
koja je pokuxala sa ”Kukavicom”.

• Jednu godinu vixe i jednu audiciju vixe od Radice ima devojka qija je pesma na audiciji bila
”Xta �e mi �ivot”.

• Taǌa, koja se okuxala sa ”Kroz xǉivike i livade”, mla�a je godinu dana od devojke sa 6 neuspelih
audicija.

• ”Plavu lampu” je pevala dvadesetogodixǌakiǌa.

(Ako postavite taqno tablicu sa 0 i 1 za ove iskaze dobijate 5 poena, a zatim za svaki taqan iskaz poput
,,Devojka koja ima 18 godina nije bila na taqno 5 audicija“ sa obrazlo�eǌem kako ste do toga doxli
dobijate po 1 poen – do ukupno 20 poena i za kompletiraǌe zadatka jox 5 poena ⇒ ukupno 25 poena)

2. (25 poena) Ispitati da li je relacija % definisana kao x % y
def⇐⇒ (x2 − y2)(x2y2 − 1) = 0 jedna relacija

ekvivalencije na skupu realnih brojeva. Ukoliko jeste, odrediti klase ekvivalencije [0], [1] i [2].

3. (25 poena) Neka su frekvencije pojavǉivaǌa nekih simbola date u slede�oj tablici

simbol a i k m o t u
frekvencija 26 20 4 8 2 17 1

a) Odrediti odgovaraju�e Hafmanovo stablo S (tj. binarno stablo minimalne sredǌe du�ine puta kod
koga su dati simboli listovi), kao i odgovaraju�i Hafmanov kôd.
b) Kolika je visina dobijenog stabla S? Odrediti nivo svakog lista u stablu S. Da li je stablo S
balansirano? Da li je stablo S potpuno binarno stablo?

v) Kodirati req ,,automatika“.

g) Da li je neki od slede�ih kodova ispravan (tj. predstavǉa neku od reqi gorǌe azbuke):

01, 101, 00100, 00011101, 001100111, 010000100111?

4. (25 poena) Na�i konaqan automat koji prepoznaje one reqi nad azbukom {a, b} koje poqiǌu sa ababa i
sadr�e taqno dva b ili najmaǌe pet b i sadr�e najmaǌe tri a.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku G = (N, Σ, P, S) koja odgovara optimalnom automatu.

Zadatke detaǉno obrazlo�iti! Sre�no!



Rexeǌa

1. Na osnovu podataka datih u zadatku mo�emo popuniti slede�e u tablici (crveni su na osnovu prve
reqenice, plavi na osnovu druge, zeleni na osnovu tre�e, naran
asti na osnovu qetvrte i ǉubiqasti na
osnovu pete i pri tome 1 oznaqava da je to taqno, a O da nije):
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Kristina O O O O O
Jelena O O O O O
Taǌa O 1 O O O O O O

Radica O O O O
Violeta O

4 audicija O O O O O O
5 audicija O
6 audicija O O
7 audicija
8 audicija O
18 godina O O
19 godina O
20 godina 1 O O O O
21 godina O O O
22 godina O O O

Na osnovu prethodne tablice imamo da je devojka sa najmaǌe audicija pevala ili ”Plava lampa treperi”
ili ”Kroz xǉivike i livade”.

To ne mo�e biti ”Kroz xǉivike i livade” jer onda osoba sa 4 audicije ne bi mogla da ima 18, 19
ili 21 godinu, a osoba koja peva ”Kroz xǉivike i livade” ne bi mogla da ima 20 ili 22 godine, xto
je nemogu�e! Stoga je devojka sa najmaǌe audicija (4) pevala ”Plava lampa treperi”, a za ǌu znamo da
ima 20 godina. Daǉe iz prve reqenice imamo da Kristina ima 19 godina, a da je interpretatorka pesme
”Mirno spavaj, nano” stara 18 godina.
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Kristina O O O 1 O O O O
Jelena O O O O O O
Taǌa O 1 O O O O O O O

Radica O O O O O
Violeta O O

4 audicija 1 O O O O O O 1 O O
5 audicija O O O
6 audicija O O O O
7 audicija O O
8 audicija O O O
18 godina O O 1 O O
19 godina O O
20 godina 1 O O O O
21 godina O O O
22 godina O O O
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Daǉe, kako Taǌa mo�e da ima ili 18 godina ili 21, a ona peva ”Kroz xǉivike i livade”, a ne ”Mirno
spavaj, nano”, dobijamo da je ona stara 21 godinu (ovo unosimo i u poǉa koja su preseku broja godina
i pesme koju pevaju!). To povlaqi (na osnovu 4. reqenice) da devojka sa 6 neuspelih audicija ima 22
godine. Za ǌu znamo da ona nije pevala ”Mirno spavaj, nano” (jer to peva 18-togodixǌakiǌa).
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Kristina O O O 1 O O O O
Jelena O O O O O O
Taǌa O 1 O O O O O O 1 O O

Radica O O O O O O
Violeta O O O

4 audicija 1 O O O O O O 1 O O
5 audicija O O O O
6 audicija O O O O O O O 1
7 audicija O O O
8 audicija O O O O
18 godina O O 1 O O
19 godina O O O
20 godina 1 O O O O
21 godina O 1 O O O
22 godina O O O

Tra�imo 1 i O koje su u istoj vrsti i koloni sa ǌima. To nam daje slede�e zakǉuqke: u preseku 4
audicije i 20 godina je 1, a u preseku Taǌe i 20 godina je O, pa Taǌa nije imala 4 audicije. U preseku
6 audicija i 22 godine je 1, a u preseku 22 godine sa Kristinom i Radicom je O, pa one ne mogu biti na
6 audicija.

Daǉe, Radica mo�e da ima 18 ili 20 godina. Ako bi imala 20 godina onda bi ona bila na 4 audicije
i pevala bi ”Plava lampa treperi”, a onda bi na osnovu 3. reqenice devojka koja qija je pesma na
audiciji bila ”Xta �e mi �ivot” imala jednu godinu vixe od Radice, tj. 21 godinu, koliko ima Taǌa,
ali je ona pevala ”Kroz xǉivike i livade”! Kako smo dobili kontradikciju, Radica mora da ima 18
godina.

Sada, na osnovu 3. reqenice dobijamo da devojka koja qija je pesma na audiciji bila ”Xta �e mi
�ivot” imala jednu godinu vixe od Radice, tj. 19 godina. To povlaqi da je devojka stara 22 godine
pevala ”Kukavicu”, qime smo kompletirali poǉa koja se nalaze u preseku godina i pesme.
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Kristina O O O 1 O O O O O
Jelena O O O O O O O
Taǌa O 1 O O O O O O 1 O O O

Radica O O 1 O O O O O O
Violeta O O O O

4 audicija 1 O O O O O O 1 O O
5 audicija O O O O
6 audicija O O O O O O O 1
7 audicija O O O
8 audicija O O O O
18 godina O O 1 O O
19 godina O O O 1 O
20 godina 1 O O O O
21 godina O 1 O O O
22 godina O O O O 1

U poǉa sa brojem audicija i pesmama unosimo da je devojka sa 6 audicija pevala ”Kukavicu” (roze
bojom).

Sada rexavaǌe zadatka ide pravolinijski ka kraju (slede�e zakǉuqke unosimo braon bojom). Na
osnovu 2. reqenice imamo da je devojka sa 21 godinom (a za ǌu znamo da je to Taǌa) bila na audicijama
jednom maǌe od one koja je pokuxala sa ”Kukavicom”, tj. 5 puta. Na osnovu ostatka 2. reqenice dobijamo
da je Jelena bila na audicijama 4 puta, pa je ona stara 20. godina i pevala je ”Plava lampa treperi”.
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Kristina O O O O 1 O O O O O O
Jelena 1 O O O O O O 1 O O 1 O O O O
Taǌa O 1 O O O O O O 1 O O 1 O O O

Radica O O O 1 O O O O O O O O
Violeta O O O O O O O O

4 audicija 1 O O O O O O 1 O O
5 audicija O 1 O O O O O O 1 O
6 audicija O O O O 1 O O O O 1
7 audicija O O O O O O
8 audicija O O O O O O
18 godina O O 1 O O
19 godina O O O 1 O
20 godina 1 O O O O
21 godina O 1 O O O
22 godina O O O O 1

Na osnovu preostalih praznih poǉa (koja su jedina u vrsti ili koloni) dobijamo da je Radica bila na
7 audicija, odatle sledi da je Kristina bila na 8 i konaqno da je Violeta bila na 6, kao i da Violeta
ima 22 godine.

Na onovu ovoga mo�emo kompletirati tablicu:

4



”P
la

va
la

m
pa

tr
ep
er
i”

”K
r
oz

x
ǉ
iv

ik
e
i
li

va
de
”

”M
ir

no
sp
av
aj
,
na
no
”

”X
ta

�
e
m
i
�
iv

ot
”

”K
uk
av
ic

a”

18
go
di

na

19
go
di

na

20
go
di

na

21
go
di

na

22
go
di

ne

4
au

di
ci

je

5
au

di
ci

ja

6
au

di
ci

ja

7
au

di
ci

ja

8
au

di
ci

ja

Kristina O O O 1 O O 1 O O O O O O O 1
Jelena 1 O O O O O O 1 O O 1 O O O O
Taǌa O 1 O O O O O O 1 O O 1 O O O

Radica O O 1 O O 1 O O O O O O O 1 O
Violeta O O O O 1 O O O O 1 O O 1 O O

4 audicija 1 O O O O O O 1 O O
5 audicija O 1 O O O O O O 1 O
6 audicija O O O O 1 O O O O 1
7 audicija O O 1 O O O 1 O O O
8 audicija O O O 1 O 1 O O O O
18 godina O O 1 O O
19 godina O O O 1 O
20 godina 1 O O O O
21 godina O 1 O O O
22 godina O O O O 1

Konaqno, iz posledǌe tablice mo�emo izvuqi i slede�e zakǉuqke:

• Kristina ima 19 godina, bila je na 8 audicija i peva ”Xta �e mi �ivot”,

• Jelena ima 20 godina, bila je na 4 audicija i peva ”Plava lampa treperi”,

• Taǌa ima 21 godina, bila je na 5 audicija i peva ”Kroz xǉivike i livade”,

• Radica ima 18 godina, bila je na 7 audicija i peva ”Mirno spavaj, nano”,

• Violeta ima 22 godina, bila je na 6 audicija i peva ”Kukavicu”.

2. x % y ⇔ (x2 − y2)(x2y2 − 1) = 0 ⇔ x2 = y2 ili x2y2 = 1 ⇔ x = y ili x = −y ili x = 1
y ili x = −1

y .

R x = x pa je x % x. X
S Ako je x % y onda imamo 4 sluqaja: 1◦ x = y, 2◦ x = −y, 3◦ x = 1

y i 4◦ x = −1
y .

1◦ x = y ⇒ y = x ⇒ y % x;
2◦ x = −y ⇒ y = −x ⇒ y % x.
3◦ x = 1

y ⇒ y = 1
x ⇒ y % x;

4◦ x = −1
y ⇒ y = −1

x ⇒ y % x.
Kako smo u sva 4 sluqaja dobili x % y ⇒ y % x to je ova relacija simetriqna.

T Ako je x%y onda imamo 4 sluqaja i ako je y %z onda imamo 4 sluqaja, xto daje ukupno 4 ·4 = 16 sluqaja
(xto je ve� mnogo za ispitivati iako je za ocenu :) te �emo pribe�i redukciji sluqajeva.
Ako je x % y onda imamo 2 sluqaja 1◦ x2 = y2 i 2◦ x2 = 1

y2 .
Ako je y % z onda imamo 2 sluqaja a◦ y2 = z2 i b◦ y2 = 1

z2 . To daje ukupno 2 · 2 = 4 sluqaja:
1a◦ x2 = y2, y2 = z2 ⇒ x2 = z2 ⇒ x % z;
1b◦ x2 = y2, y2 = 1

z2 ⇒ x2 = 1
z2 ⇒ x % z;

2a◦ x2 = 1
y2 , y2 = z2 ⇒ x2 = 1

z2 ⇒ x % z;

2b◦ x2 = 1
y2 , y2 = 1

z2 ⇒ x2 =
1
1
z2

= z2 ⇒ x % z.

Kako smo u sva 4 sluqaja dobili x % y, y % z ⇒ x % z to je ova relacija tranzitivna.

Kako je R,S,T data relacija je jedna relacija ekvivalencije na skupu realnih brojeva.

Odredimo tra�ene klase ekvivalencije:
[0] = {y ∈ R | 0 % y} = {0}, [1] = {y ∈ R | 1 % y} = {1,−1}, [2] = {y ∈ R | 2 % y} = {2,−2, 1

2 , −1
2 }.
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3. a) Na slede�oj slici je prikazano odgovaraju�e Hafmanovo stablo.
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Iz ǌega dobijamo i odgovaraju�i Hafmanov kôdtako xto pratimo bitove (na slici plave boje) koji
su pridru�eni svakoj grani u putu od korena Hafmanovog stabla (crn qvor) do lista u kome se nalazi
odgovaraju�i simbol:

a i k m o t u
11 10 0001 001 00001 01 00000

b) Nivo listova (koji su obojeni crvenom bojom) je dat u slede�oj tablici:

list a i k m o t u
nivo 2 2 4 3 5 2 5

Zbog listova o i u visina stabla je 5. Stablo nije balansirano jer postoje qvorovi qiji se nivo
razlikuje za vixe od 1 (npr. a i o). Samim tim nije ni potpuno binarno (jer kod ǌega moraju svi
listovi biti na istom nivou).

v) Req ,,automatika“ kada je kodiramo Hafmanovim kodom je:
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g) Prva req je ,,t“, druga i tre�a ne predstavǉaju reqi date azbuke, a zatim idu ,,kat“, ,,mita“, ,,toma“.

4. Kako date reqi poqiǌu sa ababa one sigurno sadr�e bar 3 slova a. Time smo znatno pojednostavili
rad, te �emo direktno sastavǉati automat A koji poqiǌe sa ababa i koji sadr�i ili 2 slova b ili
najmaǌe 5 slova b.

A:

0 1 2 3 4 5 6 7 8

9

a a a a,b

a,b

a b a b a b b b

b a b a b

a) Automat A jeste optimalan.

b) Odredimo regularnu gramatiku G = (N, Σ, P, S) koja odgovara konaqnom automatu A. Imamo da je

N =
{

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
}
,Σ ={a, b},P =

{
0 → a1, 0 → b9, 1 → a9, 1 → b2, 2 → a3, 2 → b9, 3 → a9, 3 → b4, 4 → a5,

4 → b9, 5 → e, 5 → a5, 5 → b6, 6 → a6, 6 → b7, 7 → a7, 7 → b8, 8 → e, 8 → a8, 8 → b8, 9 → a9, 9 → b9
}
i S = 0.
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