
I Pismeni ispit iz matematike 1 I
19. januar 2011.

I grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. U zavisnosti od realnog parametra a rexiti sistem

(a− 1)x + y + z = a2 − 2a + 2
x + (a− 1)y + z = 2a− 2
x + y + (a− 1)z = a2 − a.

2. Date su prava a i ravan β u prostoru:

a :
x− 1

4
=

y + 2
−3

=
z − 3

1
i β : x + 3y − 2z − 3 = 0.

a) Odrediti vektor pravca ~va prave a i vektor normale ~nβ ravni β.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ a i B ∈ β.

v) Odrediti me�usobni polo�aj prave a i ravni β.

g) Odrediti pravu c koja je simetriqna pravoj a u odnosu na ravan β.

3. Data je funkcija g(x) =





e3x − cos 2x− 3x− 13
2 x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Odrediti Maklorenove polinome tre�eg stepena funkcija e3x i cos 2x.

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).

v) U zavisnosti od parametra K ispitati da li je funkcija g(x) neprekidna.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =
x + 3

ln2(x + 3)
.



II Pismeni ispit iz matematike 1 II
19. januar 2011.

II grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. U zavisnosti od realnih parametara a i b rexiti sistem

x − 2y − z − 2t = −3
2x − 3y + (a + 2)z − t = b + 4
3x − 7y + (2a + 2)z + (b− 3)t = 2b + 2

2. Date su prava a i ravan β u prostoru:

a :
x + 2

3
=

y − 1
5

=
z − 3

1
i β : x− y + 2z − 9 = 0.

a) Odrediti vektor pravca ~va prave a i vektor normale ~nβ ravni β.

b) Odrediti proizvoǉne taqke A ∈ a i B ∈ β.

v) Odrediti me�usobni polo�aj prave a i ravni β.

g) Odrediti pravu c koja je simetriqna pravoj a u odnosu na ravan β.

3. Data je funkcija g(x) =





2 ln(1 + 3x)− sin 2x− 4x + 9x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Odrediti Maklorenove polinome tre�eg stepena funkcija ln(1 + 3x) i sin 2x.

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).

v) U zavisnosti od parametra K ispitati da li je funkcija g(x) neprekidna.

4. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =
x3

x2 + 3x + 3
.



I Popravni 2. deo ispita iz matematike 1 I
19. januar 2011.

I grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. (25 poena) Ispitati konvergenciju niza (an) qiji je opxti qlan zadat sa

an =
2 · (−5)n + 3n

(−5)n+2 + 4 · 3n+1

i odrediti graniqnu vrednost lim
n→∞

an ako postoji.

2. (25 poena) Data je funkcija g(x) =





e3x − cos 2x− 3x− 13
2 x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Odrediti Maklorenove polinome tre�eg stepena funkcija e3x i cos 2x.

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).

v) U zavisnosti od parametra K ispitati da li je funkcija g(x) neprekidna.

3. (50 poena) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =
x + 3

ln2(x + 3)
.



II Popravni 2. deo ispita iz matematike 1 II
19. januar 2011.

II grupa

prezime i ime studenta broj indeksa

1. (25 poena) Ispitati konvergenciju niza (an) qiji je opxti qlan zadat sa

an =
1

3 · 7 +
1

7 · 11
+

1
11 · 15

+ . . . +
1

(4n− 1) · (4n + 3)

i odrediti graniqnu vrednost lim
n→∞

an ako postoji.

2. (25 poena) Data je funkcija g(x) =





2 ln(1 + 3x)− sin 2x− 4x + 9x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Odrediti Maklorenove polinome tre�eg stepena funkcija ln(1 + 3x) i sin 2x.

b) Izraqunati lim
x→0

g(x).

v) U zavisnosti od parametra K ispitati da li je funkcija g(x) neprekidna.

3. (50 poena) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =
x3

x2 + 3x + 3
.



Rezultati i uputstva
I grupa pismeni

1. Determinanta sistema je ∆ = a3 − 3a2 + 4 = (a + 1)(a− 2)2 i odatle ve� vidimo da �emo imati 3
sluqaja: 1◦ a 6= 2,−1 (i tad sistem ima jedinstveno rexeǌe); 2◦ a = 2 i 3◦ a = −1.
Ostale determinante su:

∆x = a4−5a3+7a2−4 = (a2−a−1)(a−2)2, ∆y = a2−4a+4 = (a−2)2, ∆z = a4−4a3+4a2 = a2(a−2)2.

Odavde se dobija da:

1◦ za a 6= 2,−1 sistem ima jedinstveno rexeǌe: (x, y, z) =
(

a2 − a− 1
a + 1

,
1

a + 1
,

a2

a + 1

)
;

2◦ za a = 2 sistem se svodi na jednaqinu x+ y + z = 2, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa, koja
zavise od 2 parametra: (x, y, z) = (2− α− β, α, β), α, β ∈ R;
3◦ za a = −1 je ∆ = 0, a ∆x = 9 6= 0, pa sistem nema rexeǌa.

Zadatak je sliqan sa zadatkom 2.69 v) iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!
Prouqiti oba rexeǌa!!!

2. a :
x− 1

4
=

y + 2
−3

=
z − 3

1
i β : x + 3y − 2z − 3 = 0.

a) Vektor pravca ~va = (4,−3, 1) i vektor normale ~nβ = (1, 3,−2).
b) Proizvoǉne taqke su: A(1,−2, 3) ∈ a i B(0, 1, 0) ∈ β.

v) Kako je ~va · ~nβ = −7 6= 0 prava a i ravan β se seku.

g) Da bi odredili pravu c koja je simetriqna pravoj a u odnosu na ravni β, potrebno je da odredimo
2 ǌene taqke. Jedna od ǌih mo�e biti prodor P (−7, 4, 1), a druga taqka C(3, 4,−1) koja je simetriqna

taqki A(1,−2, 3) u odnosu na ravan β. Ta�ena prava je c :
x− 3

5
=

y − 4
0

=
z + 1
−1

.

Zadatak je sliqan sa zadatkom 4.33 iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!

3. g(x) =





e3x − cos 2x− 3x− 13
2 x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Funkciji e3x odgovara Maklorenov polinom T3(x) = 1 + 3x + 9
2x2 + 9

2x3, a funkciji cos 2x odgovara
T3(x) = 1− 2x2.

b) lim
x→0

g(x) = lim
x→0

1 + 3x + 9
2x2 + 9

2x3 + o(x3)− (
1− 2x2 + o(x3)

)− 3x− 13
2 x2

x3
= lim

x→0

9
2

+ o(1) =
9
2
.

v) Za K = 9
2 funkcija g(x) je neprekidna, a za K 6= 9

2 ima prekid u taqki x = 0.

Sliqan sa zadacima 8.33 i 8.34 iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!
Prouqiti oba rexeǌa!!!



4. Funkcija

y(x) =
x + 3

ln2(x + 3)
.

1◦ Domen je Dy = (−3,−2) ∪ (−2,+∞).
2◦ Nema nula. Znak: za sve vrednosti x ∈ Dy je y > 0. Presek sa y-osom je Y (0, 3

ln2 3
).

3◦ Nije ni parna ni neparna (jer domen Dy nije simetriqan u odnosu na x = 0), ni periodiqna
(sledi na osnovu 5◦ jer se monotoni delovi ne ponavǉaju periodiqno).

4◦ lim
x→−3+

y(x) = 0 ⇒ prava x = −3 nije vertikalna asimptota.

lim
x→−2−

y(x) = +∞, lim
x→−2+

y(x) = +∞ ⇒ ima vertikalnu asimptotu (sa obe strane) x = −2.

lim
x→+∞

y(x) = +∞ ⇒ nema desnu horizontalnu asimptotu.

lim
x→+∞

y(x)
x

= 0 ⇒ nema desnu kosu asimptotu.

Levu horizontalnu i levu kosu asimptotu nema zbog domena Dy.

5◦ y′ =
ln(x + 3)− 2
ln3(x + 3)

. Monotonost: x (−3) ↗ (−2) ↘ e2 − 3 ↗. Lokalni minimum je M(e2 − 3, e2

4 ).

6◦ y′′ =
6− 2 ln(x + 3)

(x + 3) ln4(x + 3)
. Konveksnost: x (−3) ∪ (−2) ∪ e2 − 3 ∩. Prevojna taqka je P (e3 − 3, e3

9 ).
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Sliqan sa Primerom 9.2 (str. 126–130) iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!



II grupa pismeni

1. Stepenast oblik je

x − 2y − z − 2t = −3
y + (a + 4)z + 3t = b + 10

(3a + 9)z + (b + 6)t = 3b + 21

Odavde se dobija da:

1◦ za a = −3, b = −6 tre�a jednaqina je 0 = 3, pa sistem nema rexeǌa;

2◦ za a 6= −3 sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa, koja zavise od 1 parametra:

(x, y, z) =
(

9a+6+2abα−3b+6α+7bα
3(a+3) , −3aα+9a+abα−3b−3α+6+4bα

3(a+3) , 3b−6α+21−bα
3(a+3) , α

)
, α ∈ R;

3◦ za a = −3, b 6= −6 sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa, koja zavise od 1 parametra:

(x, y, z) =
(

17b+18−bβ−6β+2b2

b+6 , 7b−3−bβ−6β+b2

b+6 , β, 3(b+7)
b+6

)
, β ∈ R.

Zadatak je sliqan sa zadatkom 2.84 (rexeǌe je pod brojem 2.86) iz ,,Metodiqke zbirke rexenih
zadataka iz Matematike 1“!

2. a :
x + 2

3
=

y − 1
5

=
z − 3

1
i β : x− y + 2z − 9 = 0.

a) Vektor pravca ~va = (3, 5, 1) i vektor normale ~nβ = (1,−1, 2).
b) Proizvoǉne taqke su: A(−2, 1, 3) ∈ a i B(9, 0, 0) ∈ β.

v) Kako je ~va · ~nβ = 0 i A 6∈ β (jer je (−2)− 1 + 2 · 3− 9 = −6 6= 0) prava a i ravan β su paralelne.

g) Da bi odredili pravu c koja je simetriqna pravoj a u odnosu na ravni β, potrebno je da odredimo
2 ǌene taqke. Jedna od ǌih mo�e biti taqka C(0,−1, 7) koja je simetriqna taqki A(−2, 1, 3) u odnosu
na ravan β, a druga je taqka N(3, 4, 8) koja je simetriqna taqki M(1, 6, 4) u odnosu na ravan β.
Jednostavniji naqin je da odredimo samo jednu taqku – to isto kao u prethodnom mo�e biti
C(0,−1, 7), a kako je a ‖ β to �e biti i a ‖ c, tj. ~va = ~vc.

Ta�ena prava je c :
x

3
=

y + 1
5

=
z − 7

1
.

Zadatak je sliqan sa zadatkom 4.33 iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“, samo
ovde treba primeniti 1–2 puta zadatak 4.31!

3. g(x) =





2 ln(1 + 3x)− sin 2x− 4x + 9x2

x3
, x 6= 0

K, x = 0
.

a) Funkciji ln(1+3x) odgovara Maklorenov polinom T3(x) = 3x− 9
2x2+9x3, a funkciji sin 2x odgovara

T3(x) = 2x− 4
3x3.

b) lim
x→0

g(x) = lim
x→0

2
(
3x− 9

2x2 + 9x3 + o(x3)
)− (

2x− 4
3x3 + o(x3)

)− 4x + 9x2

x3
= lim

x→0

58
3

+ o(1) =
58
3
.

v) Za K = 58
3 funkcija g(x) je neprekidna, a za K 6= 58

3 ima prekid u taqki x = 0.

Sliqan sa zadacima 8.33 i 8.34 iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!
Prouqiti oba rexeǌa!!!



4. Funkcija

y(x) =
x3

x2 + 3x + 3
.

1◦ Domen je Dy = (−∞,+∞).
2◦ Nula je x = 0. Znak: za x > 0 je y > 0, a za x < 0 je y < 0. Presek sa y-osom je Y (0, 0).
3◦ Nije ni parna (jer je f(1) = 1

7 6= f(−1) = −1), ni neparna (jer je f(1) = 1
7 6= −f(−1) = 1), ni

periodiqna (sledi na osnovu 5◦ jer je funkcija monotono rastu�a na celom Dy).

4◦ Vertikalnih asimptota nema jer nema prekida u domenu.

lim
x→−∞

y(x) = −∞ ⇒ nema levu horizontalnu asimptotu.

lim
x→+∞

y(x) = +∞ ⇒ nema desnu horizontalnu asimptotu.

k = lim
x→±∞

y(x)
x

= 1, n = lim
x→±∞

y(x)− k · x = −3 ⇒ ima obostranu kosu asimptotu y = x− 3.

5◦ y′ =
x2(x + 3)2

(x2 + 3x + 3)2
. Monotonost: svuda raste, ↗. Lokalnih ekstrema nema.

6◦ y′′ =
6x(x + 3)(2x + 3)

(x2 + 3x + 3)3
. Konveksnost: ∩ −3 ∪ −3/2 ∩ e2 − 3 ∪. Prevojne taqke su: P1(−3, e3

9 ),

P1(− 3
2 ,− 9

2 ) i P3(0, 0).
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Sliqan sa zadatkom 9.14 iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!



I grupa popravni 2. deo

1. lim
n→∞

an = lim
n→∞

2 · (−5)n + 3n

(−5)n+2 + 4 · 3n+1
= lim

n→∞
(−5)n · (2 + (− 3

5 )n
)

(−5)n+2 · (1− 4
5 · (− 3

5 )n+1
) =

2 + 0
(−5)2 · (1− 4

5 · 0)
=

2
25

.

Kako ovaj niz ima konaqnu graniqnu vrednost on konvergira.

Zadatak je sliqan sa zadatkom 5.2 i) iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!

2. Videti 3. zadatak sa pismenog – I grupa.

3. Videti 4. zadatak sa pismenog – I grupa.

II grupa popravni 2. deo

1. lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
3 · 7 +

1
7 · 11

+
1

11 · 15
+ . . . +

1
(4n− 1) · (4n + 3)

=

lim
n→∞

1
4

(
4

3 · 7 +
4

7 · 11
+

4
11 · 15

+ . . . +
4

(4n− 1) · (4n + 3)

)
=

lim
n→∞

1
4

(
7− 3
3 · 7 +

11− 7
7 · 11

+
15− 11
11 · 15

+ . . . +
(4n + 3)− (4n− 1)
(4n− 1) · (4n + 3)

)
=

lim
n→∞

1
4

(
1
3
− 1

7
+

1
7
− 1

11
+

1
11
− 1

15
+ . . . +

1
4n− 1

− 1
4n + 3

)
= lim

n→∞
1
4

(
1
3
− 1

4n + 3

)
=

1
4
· 1
3

=
1
12

.

Kako ovaj niz ima konaqnu graniqnu vrednost on konvergira.

Napomena. Za ovaj niz se mo�e pokazati da je monotono rastu�i i ograniqen (kao u zadatku
5.6 v)), na osnovu qega sledi da je on konvergentan, ali kako onda treba odrediti i graniqnu
vrednost lim

n→∞
an, lakxi je prethodni naqin!

Sliqan sa zadacima 5.6 v) i 5.3 b) iz ,,Metodiqke zbirke rexenih zadataka iz Matematike 1“!

2. Videti 3. zadatak sa pismenog – II grupa.

3. Videti 4. zadatak sa pismenog – II grupa.


