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Дескриптивна статистика
1. Расподела фреквенција
Сређивањем података добијају се статистичке серије које се по начину формирања и анализирања деле на структурне и временске серије.

Серије структуре расподеле статистичког скупа по вредностима обележја састоји се из два реда обавештења: модалитета и фреквенције (броја јединица). У зависности од врсте обележја постоје серије структуре са номиналним (квалитативним) и са нумеричким (квантитативним) обележјем. Модалитети атрибутивних обележја се исказују описно и за њихово груписање потребно је имати јасну шему квалификације формирану по критеријуму који одговара природи самог обележја

	Врста садница
	Број

	Бор
	140

	Јела
	80
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Квантитативно обележје:

· Број чланова домаћинства: 

· Број смена у предузећима: 

може се приказати расподелом релативних фреквенција која се добија тако што се за сваку могућу вредност обележја Х утврди колико елемената статистичког скупа узима ту вредност.

	(Х)
	Апсолутнe фреквенцијe (f)
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Градирање бројчаних вердности обележја се разликује у зависности од тога да ли је обележје:

· Прекидно (дисконтинуално) = групишу се по величини (од ниже ка вишој вредности)

· Непрекидно (континуално) = Х узима вредност из коначног или бесконачног интервала (а, b); тај интервал се дели на подинтервале (а, а1), …, (аk, b) који се зову групни интервали (који не морају бити једнаки)

	Групни интервали
	Апсолутне фреквенције (f)
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Одређивање групних интервала (броја и величине) често се врши уз помоћ Sturgess-овог правила: 

· Величина интервала: 
[image: image9.wmf],
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 где је N број података

· Број интервала: 
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Ако треба поделити Х на два или више статистичких скупова, онда апсолутне фреквенције морају да се претворе у релативне бројеве и то уз помоћ расподеле релативних фреквенција. 
[image: image11.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

³

=

å

=

0

1

;

0

;

i

i

i

i

i

p

p

N

f

p

.
	(Х)
	Апсолутне фреквенције (f)
	Релативне фреквенције (р)
	Процентуалне релативне фреквенције (р) (%)
	Кумулативне апсолутне фреквенције (С)
	Кумулативне релативне фреквенције (F)
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Релативне фреквенције су бројеви који задовољавају следећа два услова:
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Кумулативна фреквенција i-тог групног интервала се добија када се све фреквенције за претходне интервале саберу 
[image: image20.wmf](
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 када се 
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 поделе са бројем елемената статистичког скупа 
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2. Графичко приказивање расподела фреквенција
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Обавља се уз помоћ графикона који се конструишу тако што се на хоризонталноиј оси наноси вредност обележја Х (Х=прекидно) или границе групних интервала (Х=непрекидно). Код графикона апсолутних фреквенција на Y оси се наносе вредности одговарајућих фреквенција за групни интервал или Х, и констуришу се правоугаоници изнад групних интервала са висинама једнаким фреквенцијама; када се споје тачке на среднама групних интервала добија се полигон апсолутних фреквенција. 
Код релативних фреквенција користе се хистограми: на Х оси су средине групних интервала, а затим се око тих тачака врши конструисање правоугаоника чије ће површине бити једнаке вредностима релативних фреквенција. Пример: 

· [image: image207.png]2
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Ако је дужина i-тог интервала: 
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· Висина правоугаоника изнад тачке:  треба да је: 
[image: image24.wmf];
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 р је одговарајућа релативна фреквенција 

· Хистограм релативних фреквенција (на слици=>)
Хистограм је веома погодан за поређење расподела фреквенција: 
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	· Расподела Х на два скупа
	· Кумулативне фреквенције


На основу хистограма који одговара расподели релативних фреквенција непрекидног обележја Х, може се изабрати крива линија која ће апроксимирати посматрану расподелу [image: image210.png]


фреквенција. Та линија се зове закон вероватноће или функција густине и представља гранични облик хистограма ако се број елемената у статистичком скупу неограничено повећава, а дужине интервала, на основу којих правимо хистограм, неогранчено се смањују.
3. Средње вредности обележја
За дубљу анализу нису довољни релативни бројеви и расподела фреквенције, веће се утврђују извесни показатељи и параметри, чије утврђивање омогућава доношење закључака о одређеној појави или процесу. Прва група тих параметара су средње вредности (просеци): 

Пожељне особине средњих вредности су:

· Ако су све вредности обележја Х једнаке и њихова средња вредност треба да је толика

· Ако постоје минимална и максимална вредност Х онда је средња вредност већа од минимума и мања од максимума

· Средња вредност треба да зависи од свих вредности Х на целом статистичком скупу

Аритметичка средина низа бројева је број који се добије кад се њихов збир подели са укупним бројем чланова тог низа.

Најчешће се користи, метод израчунавања је исти за негруписане и груписане податке:

· Ако су утврђени 
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· Ако је х прекидног типа, 
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· Ако је х непрекидног типа, 
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=

-

=

=

+

=

k

i

i

i

i

i

i

f

x

N

x

k

i

a

a

x

1

1

1

,...,

2

,

1

;

2


Осим ако се први и последњи групни интервал знатно разликују по дужини од осталих (или ако је неки од њих бесконачан), тада је: 
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, где је 
[image: image33.wmf]d

 просечна дужина преосталих 
[image: image34.wmf](
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Из расподеле релативних фреквенција 
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Поред универзалних (који се могу показати) аритметичка средина има још неке особине које омогућавају њено лакше одређивање:

1) Збир одступања вредности обележја Х на посматраном скупу од њихове аритметичке средине је једнако нули:
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)

(

)

0

,

0

1

1

=

-

=

-

å

å

=

=

i

k

i

i

N

i

i

f

x

x

x

x


2) Збир квадрата одступања вредности обележја Х на елементима статистичког скупа од било ког броја а је најмањи ако је 
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3) Ако између Х и Y постоји линеарна зависност, иста таква зависност постоји између њихових аритметичких средина:
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4) Претпоставка: статистички скуп 1: 
[image: image41.wmf]1
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; тада је аритметичка средина за оба скупа заједно једнака пондерисаној аритметичкој средини:
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5) Посматра се S статистичких скупова са 
[image: image44.wmf]S
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 аритметичких срединареспективно. Тада је аритметичка средина обележја Х на свим скуповима заједно једнака пондерисаној аритметичкој средини:
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Често се статистички скупови састоје из стратума, тј. подскупова који се међусобно искључују, а заједно чине цео скуп. Статистички подаци се прикупљају и обрађују по стратумима => анализа целог скупа, што је некад немогуће.

Геометријска средина (најпогоднија у анализама временских серија) низа бројева је N-ти корен из производа његових чланова. Нека су 
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 вредности посматраног обележја Х на елементима статистичког скупа. Геометријска средина је једнака: 
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Када је Х дато расподелом фреквенција 
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Употреба геометријске средине је могућа само за позитивна обележја.

Логаритмовањем се добија: 
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За релативне фреквенције се добија: 
[image: image52.wmf]k
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Све особине аритметичке поседује и геометријска средина.

Хармонијска средина низа бројева је реципрочна вредност аритметичке средине реципрочних вредности чланова тог низа.

Ако су 
[image: image53.wmf]n
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 вредности обележја Х на N елемената статистичког скупа, тада је хармонијска средина: 
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Када је Х дато расподелом фреквенција: 
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Преко релативних фреквенција: 
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Cauchy-јева теорема: 
[image: image57.wmf]m
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4. Индекси, стопе промене
Служе за најједноставнију анализу временских серија (праћење динамичких кретања појава).
Индекс је број који представља количник вредности посматраног обележја Х у тренутку t (Xt) и вредности тог обележја у неком другом тренутку 
[image: image58.wmf](
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Постоје две врсте индекса: базни и ланчани индекс.

Ланчани индекси су количници вредности обележја Х у тренутку t (Xt) и његове вредности у претходном тренутку мерења t–1 (Xt-1). За 
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 ланчани индекси су: 
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За временску серију од Т података, добија се (Т–1) ланчани индекс јер се први податак у серији не може поредити са претходним. 

Ако од процентуално израженог индекса у тренутку t одузмемо 100, добићемо процентуално изражену промену обележја Х од момента (t–1), до момента t који називамо стопа промене. 
	[image: image211.png]He Bue o,
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	Графички приказ ланчаних индекса


Базни индекси служе за исказивање промене посматраног обележја у временској серији у односу на један тренутак мерења са којим желимо да поредимо остале промене:
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У статистичкој анализи се често користи просечна стопа промене:
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5. Одређивање и интерпретација модуса и медијане обележја
Модус је она вредност обележја Х која има највећу фреквенцију у посматраном статистичком скупу или она вредност у чијој се околини најчешће појављују „измерене“ вредности Х на статистичком скупу.

То је једина средња вредност која се може користити за квалитативна обележја и представља добар показатељ за хомогене статистичке скупове. 

Када је Х груписано и дато расподелом фреквенција, за модус се узима средина групног интервала са највећом фреквенцијом.

Медијана је она вредност обележја Х која дели статистички скуп на два једнака дела. Ако су 
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За обележје које је груписано и дато расподелом фреквенција, медијану одређујемо тако што прво одредимо групни интервал у коме се налази 
[image: image64.wmf]e

m

, а затим по договору бирамо једну вредност из тог интервала. 

Ако је Х дато расподелом: 
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Прво се одређује индекс S за који ће бити задовољено: 
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За медијану се узима вредност Х у интервалу 
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 на следећи начин:
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6. Мере варијабилитета обележја
Указује на две чинњенице: њихов износ говори колико су средње вредности обележја Х добри представници свих њихових вредности на посматраном скупу и треба да покажу колико се сви елементи на посматраном скупу међусобно разликују у односу на дато обележје Х. Тј: што је варијанса мања то је средња вредност бољи представник, и обрнуто.

· Размак варијације је размак између највеће и најмање вредности Х на посматраном статистичком скупу: 
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Када је обележје Х груписано и дато расподелом фреквенција 
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, да бисмо одредили R, морамо знати 
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. Има највећу примену у контроли квалитета и индустријској производњи.
· Квартилна девијација склужи зискључење одређеног процента елемената статистичког скупа. Одређена је изразом:
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 – горњи квартил је она вредност обележја Х за коју 75% елемената стати-стичког скупа има вредност Х мању од 
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 – доњи квартил је она вредност обележја Х за коју 25% елемената статистичког скупа има вредност мању од 
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Рачунају се слично као медијана:
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· Средња девијација (зависи од свих вредности Х) је аритметичка средина апсолутних вредности одступања од његове аристметичке средине 
[image: image82.wmf]x

 на посматраном статистичком скупу:

· 
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 су обележја, 
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је аритметичка средина: 
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· За груписане податке дате расподелом фреквенција: 
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· Релативне фреквенције: 
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· Варијанса и стандардна девијација. Стандардна девијација је позитивна вредност корена варијансе. Варијанса је аритметичка средина квадрата одсупања вредности обележја Х од његове аритметичке средине:

· 
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 су обележја, 
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је аритметичка средина: 
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· Релативне фреквенције: 
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· Коефицијент варијације је процентуално изражен однос стандардне девијације и аритметичке средине обележја Х:
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7. Особине варијансе обележја

· Варијанса обележја Х је једнака нули, ако и само ако је Х константно на свим елементима статистичког скупа, тј: 
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· Варијанса обележја Х се може изразити формулом:
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 када је Х груписано

· Нека обележје Х има варијансу 
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 и ако постоји линеарна веза 
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· Претпоставимо да један статистички подскуп има 
[image: image103.wmf]1
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 елемент, са аритметичком средином 
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 и варијансом 
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 тада је варијанса статистичког скупа:
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· Уопштено (4); статистички скуп од k подскупова 
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 где је: 
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величина статистичког скупа, а 
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 његова аритметичка средина.
8. Моменти статистичког обележја
Обичан моменат k-тог реда статистичког обележја Х представља математичко очекивање k-тог степена тог статистичког обележја: 
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· Ако је Х прекидно: 
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· Ако је Х непрекидно: 
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· Специјално: 
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Централни моменат k-тог реда статистичког обележја Х је очекивана вредност k-тог степена разлике статистичког обележја Х и очекиване вредности m: 
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· Ако је Х прекидно: 
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· Ако је Х непрекидно: 
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· Специјално: 
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Централни моменти се лакше одређују преко обичних момената: ако k-ти степен разлике (Х–m) развијемо преко биномног обрасца добићемо: 
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Спацијално: 
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9. Pearson-ови коефицијенти обележјa

10. Коефицијент спљоштености обележја
Коефицијент асиметрије, за мерење асиметричности расподеле Х служи параметар базиран на 
[image: image124.wmf]x

 и 
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За симетричне расподеле 
[image: image127.wmf]0

=

a

K

, асиметричне у лево за 
[image: image128.wmf]0

>

a

K

, у десно за 
[image: image129.wmf]0

<

a

K

.
Мада је једноставан, више се користи Pearson-ов коефицијент: 

[image: image212.png]265 275 2.85 2,95 3,05

2555

225 235 245



Први Pearson-ов коефицијент је дефинисан преко количника 
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, где је 
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 трећи централни моменат. 
· 
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· 
[image: image133.wmf]k
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· Релативне фреквенције: 
[image: image136.wmf](
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[image: image137.wmf]0
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 – расподела Х је симетрична (и обрнуто). 


[image: image138.wmf]0
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 – расподела Х асиметрична у леву страну. 
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 – расподела Х асиметрична у десну страну.

Коефицијент спљоштености служи као мера спљоштености једне расподеле и дефинише се на основу тзв. четвртог централног момента. 
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Други Pearson-ов коефицијент је количник 
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· 
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· Релативне фреквенције: 
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[image: image146.wmf]3
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 – обележје Х има нормалну спљоштеност (и обрнуто). 
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 – обележје Х има спљоштеност већу од нормалне. 
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 – обележје Х има спљоштеност мању од нормалне.

Може се користити и коефицијент 
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 који има нормалну спљоштеност у 0.

Случајни догађаји, вероватноћа
1. Случајни догађаји, особине
Све догађаје везане за једну појаву или процес делимо у три класе: немогући, сигурни и случајни догађаји (могу, али се не морају остварити).

Експерименти су појаве (или процеси) који се проучавају преко случајних догађаја. За сваки експеримент се везује један скуп могућих резултата експеримента и то је скуп елементарних догађаја (слова, бројеви, расподеле…) и може бити: коначан, бесконачан (пребројив) и бесконачан (непребројив) и може се поделити на два подскупа: 

a) Подскуп елементарних догађаја чија реализација значи реализацију догађаја А и

b) Подскуп елементарних догађаја чија реализација значи да се догађај А није реализовао

ДЕФ: Случајни догађај је подскуп скупа елелементарних догађаја; његово проучавање је могуће само ако одредимо одговарајући експеримент, скуп елементарних догађаја и подскуп који одговара датом случајном догађају.

ДЕФ: Немогућ догађај је подскуп скупа елементарних догађаја који нема ни један елемент и означава се са Ø.

2. [image: image214.png]


Операције и релације са случајним бројевима
ДЕФ: Нека је дат случајан догађај А. Супротан догађај (љубичасто)  је догађај Ā који се оствари онда и само онда када се А не оствари.

ДЕФ: Супротан догађај немогућег догађаја је сигуран догађај. Означава се са Ω; по
што је немогућ догађај Ø, сигуран догађај је скуп елементарних догађаја.
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ДЕФ: Дата су два случајна догађаја А и B. Ако се сваки пут када се оствари А остварује и догађај B, кажемо да А имплицира B, и означавамо то са 
[image: image150.wmf]B
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 (A садржано у B).

ДЕФ: За два случајна догађаја А и В кажемо да су једнаки ако истовремено 
[image: image151.wmf]B
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 и 
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Операција уније (љубичасто)  догађаја А и В се оствари онда и само онда кад се оствари бар један од догађаја А и В. Ознака: 
[image: image153.wmf]B
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.  
[image: image217.png]



Операција пресека догађаја А и В је случајни догађај који се остварује онда и само онда када се истовремено остваре и догађај А и догађај В. Означава се са 
[image: image154.wmf]B
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 или 
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ДЕФ: За догађаје А и В кажемо да се међусобно искључују ако је њихов пресек немогућ догађај, тј. aко је 
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Када се два догађаја искључују важи: 
[image: image157.wmf].
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Симетрична разлика (љубичасто) догађаја А и В представља све елементе који су садржани у појединачним скуповима (А и В), али не и у оба (или А или В, тачно један). Она се означава са 
[image: image158.wmf]B
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, рачуна се као: 
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Важи комутативност и асоцијативност.
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Разлика догађаја В и А се означава са 
[image: image161.wmf](
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 и представља све елементе који припадају В, а не припадају А (само један догађај се остварио, са тим да се други није остварио). 

За 
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 и 
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 важe комутативност, асоцијативност, дистрибутивност.

Особине:
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[image: image164.wmf]Æ

=

×

A

A


	b) 
[image: image165.wmf]W

Í

A



	c) 
[image: image166.wmf]A

B

A

B

B

A

B

A

=

Ç

=

È

Þ

Í

;


	d) 
[image: image167.wmf]Æ

=

Æ

Ç

=

Æ

È

A

A

A

,



	e) 
[image: image168.wmf]A

A

A

A

A

A

=

Ç

=

È

,


	f) 
[image: image169.wmf]W

=

W

È

A



	g) 
[image: image170.wmf]A

A

=

W

Ç


	


De Morgan-ови закони:

· 
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3. Вероватноћа, дефиниције
Класична дефиниција вероватноће одређује такозвану вероватноћу à priori и појам вероватноће дефинише преко једнако вероватних догађаја у релативно уској класи експеримената са коначним бројем једнако вероватних могућих резултата.

ДЕФ: Вероватноћа случајног догађаја А је однос броја „повољних“ резултата за догађај А и броја могућих резултата експеримента: 
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, Р(А) је á priori вероватноћа.

У извесним случајевима је могуће проширити класичну дефиницију и на експерименте са бесконачно могућих резултата; тако се добија геометријска вероватноћа. 

Ако имамо област G и унутар ње област g, ако је А догађај који значи „бачена коцкица је пала у тачку области g“; тада је 
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Једнодимензионални простор: 
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Тродимензионални простор: 
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Вишедимензионални простор => однос одговарајућих хиперзапремина.

ДЕФ: Вероватноћа á posteriori (експериментална, емпиријска вероватноћа) је вероватноћа случајног догађаја А ако се неки експеримент може под истим условима поновити неограничен број пута: 
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ДЕФ: Вероватноћа случајних догађаја је свака функција P дефинисана на случајним догађајима која пресликава случајне догађаје у реалне бројеве и која има следеће три особине:

a) Ненегативност = сваком случајном догађају А функција Р придружује ненегативан број Р(А), Р(А) ≥ 0

b) Нормираност = сигурном догађају функција Р придружује број 1. Р(Ω) = 1

c) Адитивност = ако се случајни догађаји А1, А2, … међусобно искључују, онда функција Р придружује њиховој унији број који је једнак збиру бројева које функција Р придружује догађајима А1, А2, … 
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Ове особине представљају аксиоме који одређују вероватноћу, и из њих следе особине:
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· Ако А имплицира В (
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, специјално:
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4. Условна вероватноћа, особине
Међусобна веза догађаја А и В се проучава преко условне вероватноће.

Р(А/B) = условна вероватноћа реализације догађаја А под условом да се реализовао    догађај В.

Нека је n укупан број могућих исхода, а n(B) број исхода у којима се реализује догађај В. Нека је n(AB) број могућих исхода који доводи до реализације оба догађаја. Тада је вероватноћа догађаја В: 
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, а вероватноћа реализације и А и В: 
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Сада посматрамо А/В, тј. догађај да се А реализује под условом да се В реализовао. Ако је услов испуњен, онда постоји n(B) могућих исхода а међу њима је n(АB) повољних за догађај А. Зато је условна вероватноћа једнака 
[image: image189.wmf])

(

)

(

)

/

(

)

(

)

(

)

/

(

B

P

AB

P

B

A

P

n

B

n

n

AB

n

B

A

P

=

Þ

=

.

ДЕФ: Условна вероватноћа догађаја А, под условом да се реализује В једнака је количнику: 
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, тј. количнику вероватноће истовременог остварења А и В и вероватноће догађаја В (Р(В) > 0).

Условна вероватноћа имплицира селедеће аксиоме:

a) 
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b) 
[image: image192.wmf])

/

(

B

A

P

 = 1 у случају када В имплицира А, тј. када је 
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c) Ако се А може изразити као унија догађаја А1, А2, … који се међусобно искључују, онда се и условни догађај А/В може изразити као унија условних догађаја А1/В, А2/В, … па је 
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Из тога произилази:
· 
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· Када 
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· Када 
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· За независне догађаје А и В: 
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5. Формула тоталне вероватноће, Bayes-ова формула
Нека су В1, …, Вk случајни догађаји који се међусобно искључују и чија је унија сигуран догађај, тј: 
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 (тотална вероватноћа) 
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Тада је вероватноћа догађаја А једнака  
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 при чему су Р(Вk) вероватноће догађаја Вk, а Р(А/Вk) условне вероватноће догађаја А под условом да се реализовао Вk. (на слици: Вx = Hx)
Нека је дат низ случајних догађаја В1, В2, …, Вn који се међусобно искључују и чија унија је сигуран догађај Ω, тј. таквих да је: 
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. Нека је А неки случајан догађај везан за посматрани експеримент; тада је за сваки догађај Вk условна вероватноћа једнака: 
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Bayes-ова формула: За сваки догађај Вk условна вероватноћа његове реализације кад се реализовао догађај А је једнака:
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