IV. PARCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA

(1) LINEARNE HOMOGENE PARCIJALNE JEDNACINE. OSNOVNE TEOREME. OPSTE
RESENJE.

-Parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda je jednacina oblika:
F( du 6u) —o
X1 ) X, U, axl ) ree) axn =
gde je u nepoznata f-ja nezavisno promenljivih x4, ..., x,,.

-F-ja u = u(xy, ..., x,) naziva se resenje jednacine na datoj oblasti D ako je identicki zadovoljava na
toj oblasti, tj. ako je za (xy, ..., x,,) € D:

ou Ju
Flxq, o, X u(xq, ..., X )6 1(xl,...,xn),...,ﬁ(xl,...,xn) =
n

-Linearna homogena parcijalna jedn. prvog reda je jedn. oblika:

du
Pl(xl, e, X )

+ o+ Pp(xq, ., X)) =— =0
x4

-Kod linearnih jednacina, primecujemo da je u = C reSenje. Da bismo dosli do drugih, neociglednih
reSenja, ovoj jednacini pridruzujemo sistem dif.jedn. u simetri¢nom obliku:

dx, dx,

Pi(xy, e xy)  Py(xq, ., Xp)
-Teorema: F-ja ¢(xy,...,x,), neprekidno diferencijabilna i razli¢ita od konstante na oblasti D, je
reSenje jednacine akko je ¢(xy, ..., x,) = C prvi integral pridruzenog sistema.
-Dokaz: Kako je B, (x4, ..., X,) # 0, sistem se moze zapisati:
dx;  Pi(xq, .., xn)
dx, PB,(x1,...,xn)’

i=1..,n—1
Pretpostavimo da je ¢@(xy,...,x,) = C prvi integral sistema. Na osnovu teoreme o potrebnom i
dovoljnom uslovu za prvi integral sistema, je za (x4, ..., x,) € D:

0 P, 0 P, 0 d d
o9 Lo Ina 99 LA 14
0x, B,0x; P, 0x,_4

odakle se vidi da je f-ja ¢ zadovoljava jednacinu.

-Teorema: Neka su ¢, = Cy, ..., ¢ = Ci, prvi integrali sistema i neka je F proizvoljna neprekidno
diferencijabilna f-ja k promenljivih. Tada je f-ja u = F (¢, ..., @)) reSenje polazne jednacine.
-Dokaz: Na osnovu pravila diferenciranja slozenih f-ja je:

du OF d¢, L OF JoF 6<pk
dxq 6(,01 0x1 dy 6x1

ou JoF 6<p1 dF 0y
dx, a<p1 dx, dpy 0x,




odakle sledi da je:

ou ou OF 0 OF 0 OF 0 OF 0
pYytp L _p ( 991 §0k)+ 4P, ( 991 QUk)
d0x, dxy, deq 6x1 6<pk d deq axn a(pk dxy,
oF 0 0 aF d 0
(pl P14 P, ﬂ) + . (p1 $1 + P, ﬂ)
8<p1 dx, dxy, 6<pk 6x1 "9
Kako su ¢, = Cy, ..., ¢, = Cj prvi integrali sistema, na osnovu predhodne teoreme je:
p 2% iy o p O ip
L ox, "ox, Lox, "ox,

-Neka su @4 (xq, .., xp) = Cq, oory @1 (X1, ..., X)) = Cp_1 Nezavisni prvi integali sistema, i neka je F
proizvoljna nep.dif. f-ja n — 1 promenljivih. Tada se familija f-ja: u = F(¢4, ..., ¢,,—1) naziva opste
reSenje linearne homogene jednacine.

-Postupak za nalaZenje opsteg reSenja:
(1) linearnoj parcijalnoj jednacini se pridruzi sistem
(2) odreduje se n — 1 nezavisnih prvih integrala sistema: ¢, = Cy, ..., @1 = Cp_1

(3) opste resenje je u = F (@4, ..., Pn—1), gde je F nep.dif. f-ja.

(2) PROBLEM S POCETNIM USLOVOM ZA LINEARNU HOMOGENU JEDNACINU.

-Neka je data linearna homogena parcijalna jednacina:

Ju ou
Pl(xl,.. xn)_+ +P (Xl,.. xn) ax = 0
n

neka su f-je Py, ..., B, nep.dif. na D, i neka je npr. B, (x4, ..., x,) # 0 za (x4, ..., X,,) € D. Pretpostavimo
da (x°, ...,x,%) € D. Kosijev problem za ovu jednacinu je sledeéi: naéi ono resenje koja za x,, = x,,°
zadovoljava uslov: u(xy, ..., X,—1,X,%) = @(x4, ..., X,—1), gde je ¢ data nep.dif. f-ja.

-Pokazimo da pod navedenim pretpostavkama Kosijev problem ima reSenja. Na osnovu njih sistem:

dx, L dx,
Py (x4, o, X)) B, (xq, .., X))
ima n—1 nezavisnih prvih integrala deﬁnisanih u okolini tacke (xlo, . %7%). Neka su:
©1(%1, s X)) = Cpy ey @1 (X4, .., Xp) = Cp_q NEZAVisNI prvi integrali. Za x,, = x,,° dobijamo sistem:
1015 s X1, X0°) = G x1 = A1(Cy, .., Cpq)
: Neka je: :
Pr1(X1, s X1, %°) = Cny Xn-1 = An-1(C1, e, Cnoq)

reSenje sistema (zbog nezavisnosti prvih integrala resenje postoji). Razmotrimo slozenu f-ju:
= qo[)ll (q)l(xl, vy Xp)y ey O (X1, oee, xn)), s ln_l(gol(xl, ey Xp)y ey O (X1, oo, xn))]
Sto predstavlja reSenje polazne jednagine. Osim toga, za x,, = x,,° je:
UKy, ooy X1, X0°) = @ (X1, ooy Xp—q)

pa je sa ovim izrazom zaista dato reSenje postavljenog Kosijevog problema.




(3) KVAZILINEARNE  PARCIJALNE JEDNACINE. SVOPENJE NA HOMOGENU
JEDNACINU.

-Neka je data kvazilinearna homogena parcijalna jednacina:

Pi(xq, ..., X5), : ) + 4+ Po(xq, .0, X ):—; =P 1(x1, 0, X, )
gde su: P;, ... P41 definisane i nep.dif. na n + 1 dimenzionoj oblasti D i neka je npr. B,(x4, ..., x,) # 0
za (x4, ..., X,) € D. ReSenje trazimo u implicitnom obliku: v(xy, ..., x,,u) = 0, gde je v nep.dif. f-ja na
D i pritom je Z—Z * 0.
-Teorema: Neka je f-ja v = v(xy, ..., x,, u) nep.dif. na D, i neka je g—z # 0. Tada je ta f-ja resenje
pridruzene linearne jednacine:

v

ov
P (x4, ... xn,u) + o By(Xq, e X, W) =—— + Pry1 (x4, - ,xn,u)a =0

axn
akko je f-ja u(xy, ..., x,), implicitno zadata sa v(xy, ..., X, u), reSenje pocetne jednacine.

-Dokaz: Imamo da je f-ja u(xy, ..., x,), implicitno zadata sa v(xy, ..., x,, u). Sledi:

v
ov 0v du ou _ Jx;
0x; 0udx; ox;  ov

ou

Pretpostavimo da je v = v(xy, ..., X,, u) reSenje pridruzene linearne jednacine, tj da je:

v v v v
PP—++P,—+P, =0 /( )

dx, dx,, 1 9u
dv dv
0x4 0x, ou ou
Pl=Gy [T A~y | "Pm=0 & P totha =P
u Jdu

Sto znaci da f-ja u zadovoljava jednacinu.
-Neka je v = F (¢4, ..., ¢,,) opSte reSenje pridruzene linearne jednacine, gde su:
©1(%1, e X, ) = Cq,y oer, @ (X1, o, X, u) = C

nezavisni prvi integrali pridruZenog sistema:

dx; dx, du

P B Py

Tada je sa: F(@1(xq1, o) Xp, W), o, @ (X4, ..., xp, u)) = 0 implicitno zadato opste resenje kvazilinearne
jednacine.

-Postupak za nalaZenje opSteg reSenja.
(1) kvazilinearnoj parcijalnoj jednacini se pridruZzi sistem
(2) odreduje se n nezavisnih prvih integrala sistema: ¢, = Cy, ..., ¢, = C,

(3) opste resenje je u = F (@4, ..., 9n), gde je F nep.dif. f-ja.




(4) PROBLEM SA POCETNIM USLOVOM ZA KVAZILINEARNU JEDNACINU.

-Neka je data kvazilinearna homogena parcijalna jednacina:

ou

Pl(xll ---an)) ax
1

+ -4 Pn(xl, ...,xn)a_ = n+1(x1; ---:xn:u)
xn

neka su Py, ... P, definisane i nep.dif. na oblasti D, i neka je npr. B,(x4, ..., x,,) # 0 za (xy, ..., X,) €
D. Kosijev problem za ovu jednadinu je slede¢i: naéi redenje koje za x,, = x,,° zadovoljava uslov:

UKy, ooy X1, %2°) = @ (X1, ooy Xp—q)
gde je ¢ data nep.dif. fja 1 pritom ovaj uslov vazi za sve xq,..,X,_; takve da
(X1, weer X1, X (%4, oo, X)) € D.
-Pokazimo da pod navedenim pretpostavkama Kosijev problem ima reSenja. Na osnovu njih sistem:

dx, dx, du

Py (x4, ony X, ) P(xg, e, X, ) Ppyq (g, e, X, 1)
ima u okolini tacke (x;°, ..., x,*) n nezavisnih prvih integrala: @, (xy, ..., Xp) = Cy, e, @ (X1, o) X)) =
C,. Za x,, = x,° dobijamo sistem:

@1(x1, wens xn—1:xn0,u) =(;

(pn(xll LALN] xn—lf xnor u) = Cn

Neka je:

X1 = /11((:1, vy Cn)

Xn-1 = An-1(Cy, ..., Cp)

u=2A,(Cy, ..., Cp)
reSenje sistema (zbog nezavisnosti prvih integrala reSenje postoji). Razmotrimo f-ju u implicitno
definisanu sa (*):

An(gol(xl, ey Xy U,y ey P (X1, e, xn,u)) =
= <p[Al(<p1(x1, ey Xy U,y ey P (Xq, o, X, u)), ) ln_l(gol(xl, ey Xy W),y ey O (Xq, o, Xy, u))]

Dalje, imamo da je: v = 1,(@1, .., ) — (A1 (@1, «or Op)s oor An1 (@1, .., @) reSenje pridruzene
linearne jednadine, pa, pod pretpostavkom da je u okolini tacke (x;°, ..., x,°, u%) % # 0, sledi da je

v = 0, tj. sa () je dato reSenje postavljenog KoSijevog problema.




V. ELEMENTI TEORIJE FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE

(1) ELEMENTARNE FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE.

-Neka je dat skup D < C. Ako je zadato pravilo kojim se svakom z € D dodeljuje odredeni kompleksan
broj w, kazemo da je na D zadata kompleksna funkcija kompleksne promenljive i pisSemo: w = f(z).

-Posto je svaki kompleksni broj odreden parom realnih brojeva (realnim i imaginarnim delom),
zadavanje funkcionalne veze izmedu w = u + iv i z = x + iy je ekvivalentno zadavanju dve realne f-
je u i v od dve realne promenljive x i y. Dakle: w = u(x,y) — iv(x, y).

(.97 ] Fm— 5W=f(2)

X U(;c,y)

-Neka je F skup vrednosti f-je w = f(z) kada z prolazi skupom D. F-ja f uspostavlja korespodenciju
izmedu taCaka skupa F tako S§to svakoj tacki z € D dodeljuje tacku w = f(z) € D. Samim tim
uspostavljena je i inverzna korespodencija, koja tackama skupa F dodeljuje tacke skupa D. Dakle,
inverzna korespodencija predstavlja:

flw)={zeD|f(2)=w}
-U opstem slucaju inverzna korespodencija moZze jednoj tacki skupa F dodeljivati viSe tacaka skuipa D-
Tada kazemo da je f~1(w) viSeznac¢na inverzna korespodencija.
-Elementarne f-je kompleksne promenljive:
(1) Polinom stepena n: w = P(z) definiSe se sa: P(z) = apz™ + a1z" 1 + -+ ap_1z + a,

(2) Racionalna f-ja: w = R(z) defini$e se sa: R(z) = %, gde su P i Q stepena n i m.

(3) Eksponencijalna f-ja: w = e? definise se sa: e? = e**%¥ = e*(cos y + i sin y). Vazi:
Z1
ezleZZ — ezl+Zz i . ezl—Zz
e’

(4) Trigonometrijske f-je: w = sinz i w = cos z definiSu se sa:

. eiz _ e—iz eiz + e—iz
sinz =——-—; cosz=—"7——
Vazii: sin?z+ cos?z =1; sin(—z) = —sinz; sin(z, + z,) = sinz; cos z, + cos z; sinz, ;
cos(z, + z,) = cosz; cosz, ¥sinz; sinz,; e =cosz+isinz
(5) Inverzna f-ja f-je z = w™ oznacava se z i naziva se n-ti koren. Kako je p = |z|,¢ = argz
tada:

n argz + 2kn argz + 2kn
W=7{/E=\/Izl(cos(gT)+isin<g—>), k=1..n-1

n




Ova f-ja je viseznacna. Sledeée jednoznadne f-je se nazivaju grane viseznac¢ne f-je Vz:

n arg z + 2km argz + 2km
wir = V|z| (cos (gT> + isin (gT»’ k=1,.n-1

(6) Inverzna f-ja eksponencijalne f-je z =e" naziva se logaritamska f-ja i oznaCava sa Lnz.
Ukoliko u jedna¢inu z = e% stavimo: z = |z|e!®8%, w = u + iv:
|z|et3T8Z = Wt = gUel; zaz+0 = e“=|z|,v=argz+2kn < u=In|z|,v = Arg|z|
Prema tome, imamo da je w = Lnz = In|z| + i Arg z (f-ja Ln z je takode viSeznacna).
alnz

(7) Opsta stepena f-jaw = z%, gde a moze biti kompleksan broj, definiSe se sa: z* = e

(8) Opsta eksponencijalna f-jaw = a*, ako je a kompleksan broj # 0,1, e, definiSe se: a* = e

(2) GRANICNE VREDNOSTI I NEPREKIDNOST FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE.

-Neka je f-ja w = f(z) definisana na skupu D i neka je z, data tacka. Pretpostavimo da u svakoj
okolini tacke z, postoji bar jedna tacka iz D razli¢ita od samog z.

-Broj wy je grani¢na vrednost f-je f(z) u tacki z, akko za svako &€ > 0 postoji §(e) > 0, tako da za
svako z € D: |z — zy| < 8(e) = |f(2) — wy| < €. Za graniénu vrednost se koristi oznaka:

: )lir(n )u(x, y) = Ug

l- — = X,y)—(X0,Yo

P f(2) =wo lim  v(x,y) =v,
(x,y)~(x0,Y0)

-Geometrijska interpretacija: za svaku & okolinu tatke w, moze se naci § okolina tacke z, tako da se
sve tacke iz § okoline u kojima je f definisana preslikavaju u datu & okolinu.

y Y

-Broj wy je granic¢na vrednost f-je f(z) u tacki z, akko za svaki niz (z,) tacaka iz D koji konvergira
ka zo odgovarajuéi niz vrednosti f-je (f(z,)) konvergira ka wy. 1z ovoga, i gornjih tvrdnji izvodi se:

lim f(z) = lim  u(x,y)+i lim v(x,y)
z-2Zg (x,¥)-(x0,50) (x,¥)-(x0,50)

-F-ja f (z) je neprekidna u tacki z, € D akko je:

lim f(z) =f(zo)

Z—2Zg
-Za razliku od grani¢ne vrednost, neprekidnost se definiSe samo u tackama skupa D. Ako je f-ja
neprekidna u svim tatkama skupa D kaZe se da je ona neprekidna na D.

-Teorema: F-ja f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + iv(x, y) je neprekidna u tacki z, akko su f-je u(x,y) i
v(x, y) neprekidne u tacki (xq, ¥o)-

-Teorema: Ako su f; i f, neprekidne f-je, onda su: f; + f2; fi - f2; fi/f> takode neprekidne f-je.




(3) 1ZVOD FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE. KOST — RIMANOVI USLOVI. POJAM
ANALITICKE FUNKCIJE.

-F-ja f (2) je diferencijabilna u tacki z, akko postoji kona¢na gran. vrednost koli¢nika kad Az — 0:
f (2o + Az) — f(20)
Az
-Ako je f-ja diferencijabilna u tacki z, tada se odgovarajuci limes naziva izvod f-je f(z) u tacki z,:
f (2o + Az) — f(2)
Az

-Ako postoji neka € okolina tacke z, takva da je f(z) diferencijabilna u svakoj tacki te okoline, kazemo
da je f(z) analiti¢ka f-ja u z,. AKo je f(z) diferencijabilna u svakoj tacki oblasti D, kazemo da je f(z)
analiti¢ka f-jana D.

f'(z0) = AIZIEO

-Teorema: Ako su f(z) i g(z) analiticke f-je na oblasti D, onda vaze pravila diferenciranja:
M (f@Q+9@) =f' @ +g'@
@ (f@) =cf' @
3) (f@9@) =f'(@)g(2) + f(2)g'(2)

f@\ _f'(@)g(2) - f(2)g'(2)
@ - 2
9(2) (9(@)

) f(9) = £,(9()gs(2)

1
——— ; akoje f~!jednoznacna f — ja.
(ftw))
-Teorema (neophodni uslovi diferencijabilnosti): Ako je f(z) = u(x,y) + iv(x,y) diferencijabilna u
tacki z, = x, + iy,, tada postoje parcijalni izvodi:
Ju
dx

6 (f(2) =

Jdu v v
(X0, Y0)» @ (X0, Yo)» ox (X0, Y0)» @ (X0, Y0)
i pri tome vaze tzv. Kosi-Rimanovi uslovi:
u v ~ Odu v
£ (x0,Y0) = @ (x0,¥0) i @ (X0, ¥Y0) = — ax (X0, ¥0)

-Dokaz: Neka je Az = Ax + iAy:
f (2o + Az) — f(20)

f(20) = A

Az
_ lim u(xo + Ax, yo + Ay) + iv(xg + Ax, yo + Ay) — u(xo, o) — iv(xo, Yo)
Ax+iAy—0 Ax + iAy




Specijalno, za Ax = 0 sledi:

f'(z) = lim

<u(xo,yo + Ay) — u(xq, ¥o) N l.v(xo.yo + Ay) — v(xo,yo)>
iAy—0

iAy Ay
dav odu
= @ (X0, Y0) — l@(xo»%)

-Takode, za Ax = 0 imamo:

, . u(xo + Ax,y0) —ulxe, yo) | v(xg + Ax,y0) — v(x0,¥0)
f'(z9) = Allmo +i
x—

Ax Ax
u dv
=5 (x0,Y0) + la (0, Y0)

-Izjednac¢avanjem realnih i imaginarnih delova ova dva izraza izvodimo Kosi-Rimanove uslove.

-Teorema (dovoljni uslovi diferencijabilnosti): Ako su f-je u(x,y) i v(x,y) diferencijabilne u tacki
(x0,¥0) 1 ako su u toj tacki ispunjeni KosSi-Rimanovi uslovi, tada je funkcija f(z) =u+iv
diferencijabilna u tacki zy = xg + iyg.

-Dokaz: Kako su u i v difrencijabilne u (x,, y,) sledi:

u Ju
u(xo + Ax, yo + Ay) — u(xo,yo) = a(XO'yO)Ax + @ (x0,Y0)Ay + a1Ax + p1Ax

v av
v(xg + Ax,yo + Ay) — v(x0,¥0) = (Xo:J’o)Ax + (XO'J’O)AY + ayAx + A%

f(zo +Az) — f(2) _
Az B

u u
%(XO’YO)AX + W(XOJJ’O)AY + a;Ax + f1Ax 6 (xo'J’o)Ax + 3y (XO'J’O)AY + ayAx + fAx

Ax + iAy i Ax + iAy

ou v
3 ﬁ(xo:YO)Ax ~ox (x0,Y0)AY + a1 Ax + ﬁle 6 (xo,)’o)Ax + ox (xo')’o)A}’ + ayAx + A%

Ax + Ay Ax +iAy
A 1
_ Ou Ax + lAy 0 X = iAy a;Ax + BiAx  aAx + frAx
ox (%o o) Ax + lAy ( 0 Yo) Ax + iAy Ax + iAy Ax + iAy

Poslednja dva izraza teze nuli kad Ax i Ay teZe nuli, tako da se kona¢no dobija da postoji:

f(zo +A2) — f(20) _ Ou

Alzimo Az ( 0 Yo) + l (xo')’o) = f"(2o)




(4) INTEGRALI FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE. DEFINICIJA | SVOJSTVA.

-Ako su x(t) i y(t)realne f-je neprekidne na a <t < b tada je sa: z(t) = x(t) + iy(t) definisana
neprekidna kriva u kompleksnoj ravni koja spaja tacke z(a) =A i z(b) =B. Ako je a# b, a
z(a) = z(b), kriva je zatvorena. Kriva koja sama sama sebe ne sece naziva se prosta kriva.

-Ako su x(t) i y(t) neprek.difer. f-je za a < t < b, kriva se naziva glatka. Kriva koja se sastoji od
kona¢no mnogo glatkih delova naziva se deo po deo glatka kriva. Ako je C glatka kriva, tada je sa:

z'(t) = x'(8) + iy'(t)

dat pravac tangente na krivu Cu tacki z(t) = x(t) + iy(t). Svaku prostu, deo po deo glatku,
zatvorenu krivu nazivamo kontura.

-Pretpostavimo da je f(z) u definisana u svim tackama C. |
Neka je kriva C podeljena tatkama: z; = z,(t), ..., zp_1 =
Z,_1(t) nan delova i ozna¢imo A sa z, i b sa z,. Na svakom

od lukova krive C koji spaja tacke z,_; 1 z,, k=1..n, 2 B=zn

izaberimo tacku z;*. Neka je: zy Z, 75 ;

A:ZO n-1

]

Sy = kZlf(zk*) Az

-Ako postoji grani¢na vrednost sume S,, kada n — oo i max |z;| — 0, koja je nezavisna od nacina
podele krive C i izbora tacaka z;*, onda se ta grani¢na vrednost naziva integral f-je f(z) duz krive C:

Jf(z)dz ili ff(z)dz

c AB
-Neka je: f(z) =u+iv; zx = x +iyy; z" = x." +iye"; Axg = X — Xp—1) DYk = Yk — Vi1 =
Az, = Axj, + iAy,. Tada imamo da je:

n
Sp = Z(u(xk*»J’k*) + iv(xk*'yk*))(Axk + idyy) =

k=1
n n

= z(u(xk*ryk*)Axk —v(x", Y )Ayg) + iZ(v(xk*'yk*)Axk +u(x,”, yi")Ayy)
k=1 k=1

Realni i imaginarni deo sume S,, predstavljaju integralne sume krivolinijskog integrala druge vrste:

ff(z)dzzfudx—vdy+ifvdx+udy
C C C

=x(t)

-Ako je data kontura C: *© _

y=y(t)

a <t < b,ondaje:

b

b
f P(x,y)dx + Q(x,y)dy = f P(x(8), ()% (O)dt + f Q0x(), y(£)y' (D)

C a




-Neposredno iz definicije integrala slede sledece osobine:

(D J.cf(z)dZ= cff(z)dz
C C

@ f (F(2) + g(2))dz = f f(Ddz + f 9(2)dz
C c C

@ [f@dz=- [ ez
AB BA

@ | r@z= Cf f2)dz + Cf f@)dz

C1+Cy

b
(5) ff(z)dz = ff(z(t))z’(t)dt; C:z=1z(t),a<t<bh
C a

(5) KOSIJEVA TEOREMA ZA JEDNOSTRUKO I VISESTRUKO POVEZANU OBLAST.

-Pozitivan oblilazak konture: suprotno kretanju kazaljke na satu.

-Pozitivan obilazak oblasti D: oblast ostaje sa leve strane.

-Jednostruko povezana oblast: svaka kontura se moze deformisati u
tacku bez napustanja oblasti D. ®

jednostruko nije
povezana jednostruko povezana

-ViSestruko povezana oblast. ogranicena spolja sa C,, a iznutra sa
Ci) .o, Cp.

-KoSijeva teorema (za jednostruko povezanu oblast): Neka je jednostruko povezana oblast D
ograni¢ena konurom C i neka je f-ja f(z) analitickana D i na C. Tada je:

C[ f(z)dz =10
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-Posledica 1: Ako je G proizvoljna kontura koja pripada oblasti D:
ff(z)dz =0
Gt

-Posledica 2: Ako su A i B dve proizvoljne tacke iz D. Tada je sledeéi integral nezavisan od puta koji
spaja tacke A i B (pod uslovom da putanja pripada oblasti D):

A£ f(2)dz

-Dokaz: Neka su G; i G, dve proste deo po deo glake krive u D koje spajaju tacke A 1 B sa orjentacijom
od A ka B. Neka je D; oblast ograni¢ena krivom G koja se sastoji od krivih G, i G,. Tada je:

ff(z)dz = jf(z)dz + Jf(z)dz =0
G- Gy G»
gde je sa G; oznacena orjentacija krive G; od B ka A, pa je dalje:

[ rdz=- [ r@raz= | f@da
Go Gy Gy

-KoSijeva teorema (za visestruko povezanu oblast): Neka je viSestruko povezana oblast D ograniCena
spolja konturom C,, a iznutra sa Cj, ..., C,,. Neka je f-ja f(z) analitickana D i na Cy, C, ..., C,. Tada je:

CjJr f(z)dz=10

gde je C granica oblasti D, koja se sastoji od kontura C,, Cy, ..., Cy,.

-Dokaz: Ako se dodaju zaseci G4, ..., G, dobija se jednostruko
povezana oblast D sa granicom C.

Obzirom da se zaseci obilaze dva puta u suprotnim smerovima
to je:

0 =C£f(z)dz+G£f(z)dz+G£ f(z)dz+---+G£f(z)dz+G£ f(z)dz +
+ Jf(z)dz+---+ jf(z)dz= ff(z)dz+ Jf(z)dz+---+ Jf(z)dz= Jf(z)dz
(o Cy ct o5y Cn ct

-Posledica: pod uslovima ove teoreme, vazi:

ff(z)dzz ff(z)dz+---+ ff(z)dz

ct cf ch
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(6) NEODREDENI INTEGRAL FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE I OSNOVNA
SVOJSTVA.

-Neka je f(z) analiti¢ka f-ja na jednostruko povezanoj oblasti D. Neka je z, data tacka i neka je z € D
proizvoljno. Ako ozna¢imo integral duz neke putanje koja pripada D i spaja tacke z; | z sa:

z
f f(z)dz
Zo
prema posledici Kosijeve teoreme, vrednost ovog integrala ne zavisi od putanje ve¢ samo od z. Dakle,
z
[ rdz=re
Zo
-Teorema: Ako je f(z) analiti¢ka na jednostruko povezanoj oblasti D i ako z, € D tada je f-ja:
zZ
F(z) = ff(z)dz
Zo
analiticka na oblasti D i F'(z) = f(2).

-Svaku f-ju sa osobinom F'(z) = f(z), z € D nazivamo primitivna f-ja f-je f(z). Moze se pokazati da
je skup svih primitivnih f-ja date f-je f(z) dat sa F(z) + c.

-Skup svih primitivnih f-ja date f-je f(z) nazivamo neodredeni integral f-je f(z) i obelezavamo sa:

[ rea

-Osobine neodredenog integrala:

(D fcf(z)dz = cff(z)dz

(DJU&HJ@Wh=Jﬂ@MiJMQM

Z2
(3) f f(z)dz = F(z) |Z =F(z;) —F(z;) <« Njutn — Lajbnicova formula
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(7) KOSIJEVE FORMULE ZA FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE.

-Ako je poznata vrednost analiticke funkcije na konturi oko z,, onda je vrednost fukcije u samoj tacki
Z, jednoznacno odredena.

-Teorema: Neka je f-ja f(z) analiticka na jednostruko povezanoj oblasti D. Neka je z, € D i neka je
G proizvoljna kontura oko tacke z, koja pripada oblasti D. Tada je:

_ 1 (f®
f(20) —ﬁmz_zo

dz

-Dokaz: Neka je y krug radijusa p oko tacke z,, pri cemu je p izabrano tako da se kontura y nalazi
unutar G. Posmatramo viSestruko povezanu oblast D' ograni¢enu spolja konturom G, a iznutra sa y:

Tada je f-ja % analitickana D" i G + y, pa je , prema posledici Kosijeve teoreme:
—40

2m - - z = zy + pe'?
Zf EZZ)O e % by J f (2o +ppeei;‘ﬂ)Pel<P o i .S'pZn
G+ y+ 0 dz = pie*de
2n 2n
= lim @ dz =i lim f f(zo + peifp)dq) = f (@) dz = if(zo)f do = 2mif (zy)
p—)OG+Z—ZO p—>0O G+Z_ZO :

-Posledica: Neka je f-ja f(z) analiti¢ka na jednostruko povezanoj oblasti D ograni¢enoj konturom C i
na konturi C. Tada, za proizvoljnu tacku z, € D vazi:

f(2)
— Z,

VA

d Prva Kosijeva formula
i z (Prv Sijev ula)

1
fe =5 |
ct
-Teorema: Nekaje f-ja f(z) analiticka na jednostruko povezanoj oblasti D ograni¢enoj konturom C i na
konturi C. Tada na D postoje svi izvodi f-je f(z) i za svako z, € D vazi:
f(2)

n!
m) — vrs
f(z0) = 5 | Gz dz (DrugaKosijeva formula)
¢

-Ova teorema (tj. KoSijeve formule) se koristi za nalazenje kompleksnih integrala.
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(8) REZIDUUM FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE.

-Neka je z = z, izolovani singularitet f-je f(z). Reziduum f-je f(z) u tacki z, definise se formulom:
1
Reslf (2),20] = 5 — f Fdz
C

gde je C kontura oko z, koja pripada oblasti u kojoj je f-ja f(z) analiti¢ka i koja u svojoj unutrasnjosti
nema drugih singulariteta sem z,.

C

-Postupak rac¢unanja reziduuma:

lim (z —zy)f(z) # 0
z—7Z)
DefiniSimo funkciju f;(z):

(z—2z9)f(2) ; ZFZ
fi(2) = {le_>n; (g—zo)f(z); z= Z(())

Ako je D oblast na kojoj osim z, nema drugih singulariteta f-je f(z), pokazuje se da je f-ja f;(2)
analiti¢ka na D. Stoga, prema prvoj Kosijevoj formuli, vazi:

1 (i@ 1 ((z=20)f(2)
f1(Zo)—2—m.C+Z_ZOdZ—2m.C+ zZ—Z dz

Poslednji izraz predstavlja Res[f(z), z,], dakle sledi:

Res[f(2), zo] = lim (z — 29)f ()

lim (z —zy)"f(z) # 0
z—Z
Definisimo funkciju f; (2):

(z—2z))"f(2) ; ZFZ
f1(z) = {Zh_{rZ) (; —z)"f(2); z= Z(())
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Ako je D oblast na kojoj osim z, nema drugih singulariteta f-je f(z), pokazuje se da je f-ja f;(z)
analiticka na D. Stoga, prema drugoj Kosijevoj formuli, vazi:

f1(2) gy o oD (z = 2))"f(2)
Z

z—2zy)"  2mi 2 (z —zy)™

- 1!
fl(n_l)(Zo) _ (nzni ) .f ( dz = (Tl - 1)' ReS[f(Z), ZO]
c+

A, obzirom da je:
A7 7P (z0) = lim ((z — 29)™f (2)) ™~
Z—2Zp

Sledi da je, konac¢no:

Res|f(2), z] = Jim ((z = 2)"f(2) "7V

1
(n—1)
-Teorema: Neka je jednostruko povezana oblast D ograni¢ena konturom C i neka je f(z) analiticka na
D i C, osim u singularnim tackama z, ..., z;, € D. Tada je:

k
f(z)dz = 2mi ) Res|[f(2),z;]
Jreose=ze

-Dokaz: Neka su y; krugovi oko z; takvi da y; € D. Tada je f(z) analiticka na visestruko povezanoj
oblasti D' koja je spolja ograni¢ena konturom C, a iznutra konturama y;.

@%Q@% )

Prema posledici KoSijeve teoreme za viSestruko povezane oblasti vazi:

1 1
Jf(z)dz= jf(z)dz+---+ jf(z)dz=27ti lﬁff(z)dz+---+%Jf(z)dz
ct 71 Yk Y1 Yk

k
= 27Ti Z Res[f(2), z]
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VI. LAPLASOVE TRANSFORMACIJE

(1) DEFINICIJA LAPLASOVE TRANSFORMACIJE | DOVOLJNI USLOVI ZA POSTOJANJE.

-Neka je f(t) f-ja realne promenljive. Laplasovom transformacijom L[f(t)] se datoj f-ji pridruzuje f-
ja kompleksne promenljive F(s) po formuli:

[ee]

LIF(D)] = F(S) = f et f()dt

0

-Napomena:

(0]

fe_Stf(t)dt=Tli_r)lgoje_Stf(t)dt
0

0
-Skup vrednosti s € C za koje f0°° e St f(t)dt konvergira naziva se oblast definisanosti f-je F(S).
-Pretpostavimo da f(t) zadovoljava sledece uslove:
(1) f(t) je definisana na intervalu [0,0)

(2) f(t) ima najvise kona¢no mnogo prekida prve vrste na svakom kona¢nom podintervalu intervala
[0,00)

(3) f(¢t) je eksponencijalnog reda rasta, tj. postoji realna konstanta a i pozitivna konstanta M, da:
If ()| < Me®, Vvt € [0,0)

-Teorema (dovoljni uslovi za egzistenciju £): Neka f-ja f(t) zadovoljava navedene uslove. Tada:

oo

f e St F(t)dt

0

konvergira za svako s za koje je Re s > a.

-Dokaz: Vaze teoreme o nesvojstvenim integralima (ako je 0 < f;(x) < f,(x), x = a):

f fo(x)dx konvergira = f fi(x)dx konvergira
a a

f |fi(x)|dx konvergira = f fi(x)dx konvergira
a a

Prema drugoj teoremi dovoljno je ispitati konvergenciju integrala fooole‘“f(t)ldt. Kako je:

0< |e_5tf(t)| < Ie—stIMeat — |e—(a+i[>’)t|Meat = e atpfeat — pela—at
fi f2

Prema prvoj teoremi dovoljno je ispitati konvergenciju integrala f0°° Me@Dtgt Dakle:
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e@ax |- M 1 et —1| = — :

a—a 0 a— q LT-oo

f Me(@@tgp =
a—a
0

jer je limy_,, e(@ ¥t =0 za a — a < 0. Dakle, za Re s > a konvergira f0°° Me©@=®tdt odakle sledi
da konvergira fooole‘“f(t)ldt a odatle sledi da konvergira foooe‘“f(t)dt, tj. F(S) je definisana za
Res > a.

-Teorema: Neka f-ja f(t) zadovoljava sva tri uslova. Tada je:

F(s) = f =t F(t)dt
0

analiticka funkcija u oblasti Re s > a.

(2) LAPLASOVA TRANSFORMACIJA FUNKCIJE f(t) = eP®.

-Eksponencionalna f-ja f(t) = e, b # 0. Imamo da je:

— —st — (b-s)t — i (b-s)t — ; (b=3s)T _
F(S) fe f(t)dt fe dt 71"1—r>lolob—se |O b_S(Th_rEoe 1)
0 0

Kako je:
(0= = g(b=OT p=ifT — (=T (o5 BT — jsin BT); gdejea =Res; B =Ims

Sledi da je, kada uvrstimo to u gornji izraz:

— : (b—a)T R T (b—a)T _
F(S) P (711_1)1010 e cos BT — i Tll_gr(}oe sin ST 1)
zab—a<0; Res>bh = Tlim e (=0T co5 BT = 0; Tlim e(=OT gin BT = 0

1
odakle sledidaje,zaRes >b = F(S) = py—™

(3) LAPLASOVA TRANSFORMACIJA FUNKCIJA f4(t) = sin bt, f,(t) = cos bt.

-Trigonometrijske f-je sin bt i cos bt, b # 0 realan broj: Kako je:

pibt _ p-ibt ° °
sin bt = —— = Fi(s) = J e St f(t)dt = J e Stsinbt dt
0 0
1 . . 1 . 1 . T
S (ib—-s)t _ ,(—ib—s)t dt = — li ( (ib—s)t __ (—lb—S)t)
ZiJ(e ¢ Jdt =2; lim (-—e —ih—s° |o
0

1 1 ) 1 ) 1 1
=—]j ( (ib-s)T _ (—lb—s)T) _
2iT1—r>{>lo<ib—se —ib—se ib—s+—ib—s

Kako je:
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eW=9)T = ¢=aT (cos(b — B)T + isin(b — B)T)
e(C=9)T = ¢=aT (cos(b — B)T — isin(b — B)T)’

Sledi dazaRe s > 0:

gdejea =Res; f=Ims

lim e@=9T = 0; p lime @9 =0 =

1
T—oo T—oo

= A@=g(-gtm—) = Fis)=

20 —s —ib—s s2 + b?
Analogno se dokazuje i da je za Re s > 0:
F,(s) = f e Stcosbt dt = _5
s% + b?
0
(4) LAPLASOVA TRANSFORMACIJA FUNKCIJE f(t) = t™.
-Stepena f-ja t™*, n = 0,1,2, ... Neka je:
I, = j e Stt™dt
0
-Zan = 0 imamo:
r 1 r1
— st Jy — T; __,-st — __ T —-st _
Io—fe dt—Tll_rEo( Se )|O STh_r)glo(e 1)

0
Kako je: e™5T = e~ %T(cos BT — isin fT); gde je « = Re s; B = Im s, sledi da je, zaRe s > 0:

lime™sT =0
T—o0

Pa za Re s > 0 dobijamo da je:

1
== (=£©®)

S
-Zan = 1, primenjujuéi parcijalnu integraciju (t" = u; e Sdt = dv), za Re s > 0 dobijamo:
= [ emstenar = — Lestem |oo +2 [ esten-tde = Jim (—le_“t"> |T +2
" s 0 s T-o \ S 0 s ™t
0 0

Limestry + 0 =
= ——lim(e — Iy ==
S T s n—1 s n—1

jer je zbog: eSTT™ = ¢~*TT"(cos BT — i sin fT), za @ = Re s > 0 ispunjeno:

lim e STT™ = 0
T—oo

Iz date rekurentne veze sledi da je, za Re s > 0:

~nn-1 11 _n(n—l)---l n! n!

I, = s ' s ; 0 sn Iy = gn+1 = F(s) = sn+1




(5) DEFINICIJA JEDINICNE ODSKOCNE FUNKCIJE f(t)=U(t—b). LAPLASOVA
TRANSFORMACIJA FUNKCIJE £(t).

0, t<b

-Neka je b > 0. Jedini¢na odskocna f-ja se definiSe sa: U(t — b) = {1 t>bh

-lmamo da je:
%) b %}
F(s) =fe‘“U(t—b)dtzfe‘StU(t—b)dt+f e StU(t—b)dt
=0 =

0 0 b = L e —
(o] |

1
= J. e Stdt = lim (—e‘“) |T 0 b
T—>oo \S 0
b

1 1
=—= (lim (e5T — e‘Sb)) =—e b tj: LIU(t—Db)]
s \Tooo s

— e—sb
S

(6) OSOBINA LINEARNOSTI ZA LAPLASOVU TRANSFORMACIJU. DOKAZ.

-Neka je fi(t) € E(ay) i f5(t) € E(ay) inekaje: L[f;(t)] = Fi(s) i L[f,(t)] = F,(s). Tada vazi:
Llc1f1(0) + c2f2(O)] = €1F1(s) + c2F2(s), Res > max{ay, a,}

-Dokaz: S obzirom na definiciju Laplasove transformacije i osobinu linearnosti odredenih integrala, za
Re s > max{a,, a,} vazi:
Llci f1(t) + cf2(0)] = j et (erfy + e fp)dt = C1L(f1(t)) + Czﬁ(fz(t)) = ¢1F;(S) + c3F5(s)

0

(7) DOKAZATI DA ZA LAPLASOVU TRANSFORMACIJU VAZI L{f(bt)} = 1/b F(s/b),
Re s > ab, AKO JE L{f(t)} = F(s),Re s > a.

-Neka f(t) € E(a) inekaje L[f(t)] = F(s), Res > a. Neka je b > 0. Tada je:

L[f(bt)] = %F(%), Res > ab

-Dokaz: Koriste¢i smenu bt = x imamo:

LIf(bD)] = f et f(bt)dt = %f e f(x)dx = %F(%)' Re % - % =@
o 0

(8) AKO JE L{f(t)} = F(s), Res > a, DOKAZI DA VAZI L{e*' f(t)} = F(s — b), Res > a +b.

-Neka f(t) € E(a) inekaje L[f(t)] = F(s), Res > a. Tada je:
LleP'f(t)] =F(s—b), Res>a+b; bER
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-Dokaz: Imamo da je:

L f(1)] = f e Stel f(t)dt = f e~ 6Dt f()dt = F(s — b)
0 0

gdejeRe(s—b)=Res —b>a = Res>a+b.

(9) NEKA JE L{f(t)} = F(s), Res > a. TADA JE L{f(t—b)U(t— b)} = e PSF(s), Res > a,
GDE JEb>0,A U(t— b) JE JEDINICNA ODSKOCNA FUNKCIJA.

-Neka f(t) € E(a) inekaje L[f(t)] = F(s), Res > a,a U(t — b) jedni¢na odsko¢na f-ja. Tada je:
Lf(t—b)U(t—b)] = e PF(s), Res>a; b>0

-Dokaz: S obzirom na definiciju jedini¢ne odskoéne f-je, imamo:

(o]

L[f(t—=b)U(t - b)] =fe‘5tf(t—b)U(t—b)dt

0

b %) [ee)
=fe_5tf(t—b)U(t—b)dt+fe_Stf(t—b)U(t—b)dtzfe‘“f(t—b)dt
0 =0 b =1 b

odakle, koriste¢i smenu: t — b = x, dobijamo:

(0] [ee]

LIf(t=b)U(t —Db)] = J e =S+ £(x)dx = e‘bsf e * f(x)dx = e7PSF(s), Res >a

0 0

(10) OSOBINA 1ZVODA ZA LAPLASOVU TRANSFORMACIJU.

-Neka f(t) € E(a), f'(t) € E'(a) ineka je L[f(t)] = F(s),Res > a, L[f'(t)] = G(s),Re s > a:
G(s) =sF(s) — f(0) ¢. LIf (O] =sLIf(®)]—-f(0), Res>a

-Dokaz: Koriste¢i parcijalnu integraciju (v = e ™%, du = f'(t)dt) imamo da je, za Re s > a:

Lf' @] = [ e @de =@ 5 +5 [ e e = Jim e @]+ self )
0 0

= sL[f(©)] - f(0)
jer je to zbog |f(T)| < Me“T ispunjeno:

Tlim e STf(T)=0, Res>a

-Visestruka primena ovog pravila dovodi do slede¢eg rezultata: Ako f(t), f'(t), ..., f™(t) pripadaju
Klasi E(a) tada je:

LIFM@®)] = s"LIF®)] = s"1f(0) — -+ = sf™2(0) - f*(0), Res >a
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(11) OSOBINA INTEGRALA ZA LAPLASOVU TRANSFORMACIJU.

-Neka f(t) € E(a) ineka je L[f(t)] = F(s), Res > a. Tada je:

L[f(t) _F® sy
pa

fﬂ)d

-Dokaz: Dokazimo prvo da ovaj integral pripada E'(a). Zaista, zbog |f (x)| < Me®* sledi, zaa # O:

t t
M

ff(x)dx < flf(x)ldx < Mf edx = E(eat —1) < Me*
0

Koriste¢i parcijalnu integraciju (du = e Stdt; v = fotf(x)dx) imamo da je:
o t t [es)

1 o 1 B
(x)dx] =fe‘$t ff(x)dx dt = —;e‘St ff(x)dx |0 +;j- e St f(t)dt

0 0 0

=—llime‘5t ff(x)dx |T+ L[f(t)]=——11me =T ff( )dx |+
0

S T—oo

=0
_LIF®] _F(s)

S S

-Visestruka primena ovog pravila dovodi do sledeceg: ako je f(t) € E(a) tada je:

t ty th-1
F(s)
jdtljdtzj f(tn)dtn=s_n, Res > a
0 0 0

LIf(®)]
S
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(12) DEFINICIJA KONVOLUCIJE. KOMUTATIVNOST KONVOLUCIJE. OSOBINA
KONVOLUCIJE ZA LAPLASOVU TRANSFORMACIJU.

-Konvolucija f-ja f; (t) 1 f,(t) je f-ja g(t) definisana sa:

90 = fr+f2 = [ F100 fo(e — W)
0

-Lako je proveriti da je konvolucija komutativna:

foxfi= f £,00) fi(t — x)dx = — f £t = x) i )dx' = f A =) dx = fu* f
0 t 0

-Neka je f;(t) € E(ay) i f,(t) € E(ay) inekaje: L[f;(t)] = Fi(s) i L[f,(t)] = F,(s). Tada vazi:
L(f1* f2] = F1(s) - F5(s), Res > max{a,,a,}
-Dokaz: Pokazimo prvo da je g(t) = f; * f, € E(a), gde je a = max{a,, a,}. Zaista, zbog:
11 (O] < Mie®h; |f,(8)] < Mae®*
imamo da je za a; # a,:

MMy e ae o 2MaMo

eat — Meat
a; —a; la; — a,|

t t
9@ < f (O f (6 = 0)ldx < My M, f ooty =
0 0

pa je po teoremi o egzistenciji Laplasove transformacije g(t) definisana za Re s > a. Promenom
poretka integracije (0 < x <t < oo — slika), imamo da je:

(o]

Llg(®)] = j et j 100 ot — x)dx | dt = j () f et £, (¢ — x)dt | dx
0 0

0

[ee]

X

odakle, smenom t — x = t’ u unutrasnjem integralu dobijamo: X =t

L[g(®)] :ffl(x) fe—s(t’+x)f2(t’)dt' dx
0

0

— [ e neo| [ e pendr |ax
0 0 t
= fe‘sxfz(x)dx fe"“l fo(tHdt'
0 0

Fi(s)-F,(s), Res>a
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(13) AKO JE L{f(t)} = F(s), Res > a, DOKAZATI L{tf(t)} = —F'(s), Res > a.

-Neka f(t) € E(a) ineka je L[f(t)] = F(s), Res > a. Tada je:
L[tf(t)] =—F'(s), Res>a

-Dokaz: Prema drugoj teoremi iz prvog pitanja f-ja:
F(s) = f =t F(t)dt
0

je analiticka u oblasti Re s > a. Diferenciranjem dobijamo:

F'(s) = %Of e Stf(t)dt = Of %e"“f(t)dt = —Of e Sttf(t)dt = —L[tf (t)], Res > a

-Visestrukom primenog ovog pravila dolazimo do slede¢eg rezultata:

Lt"f()] = (—1)"F™(s), Res >a

(14) DOKAZATI DA JE L{f(t)/t} = [ F(p)dp, Re > a, AKO JE L{f(t)} = F(s), Res > a.

-Neka f(t) € E(a), f( ) E(a)inekaje L[f(t)] = F(s), Res > a. Tada je:

G(s)zll[@]:fF(p)dp, Res>a

-Dokaz: Diferenciranjem analiticke f-je:

[ee)

o= [ Pa = coy=-[ e La=-rp)

N N

Integracijom u granicama od S do s dolazimo do:

N S S

fO@Mp=—fF@Mp== G®%4K9=IF@MP

S S S

Prelaskom na granicu kad Re S — oo dobijamo:
S
6) = [ Fap
S
jer je zbog |&tt)| < Me%;

< Mf el@-ReSitqy —

= R(!lSQoo G(S) =0

mwn<f W

23




(15) INVERZNA LAPLASOVA TRANSFORMACIJA. JEDNOZNACNOST.

-Neka je F(s) data f-ja kompleksne promenljive. Ako postoji f-ja realne promenljive f(t) tako da je
LIf(t)] = F(s), f-ju f(t) nazivamo inverznom Laplasovom transformacijom f-je F(s), tj:

f@ = L[F(s)]
-Teorema: Ako f(t) € E(a) i g(t) € E(a) i ako je:
fO=LTUFEL g@® =LTHF($)]
tada ne postoji interval (c, d) duzine veée od nule na kome je f(t) # g(t) zasvako t € (c,d).
-Posledica: Ako f(t) i g(t) zadovoljavaju uslove teoreme i uz to su neprekidne f-je, tada je:
f@®)=9@); t>0

U praksli se za L71[F(s)] uzima obi¢no neprekidna f-ja f(t) takva da je L[f(t)] = F(s), pa se
inverzna transformacija moze smatrati jednozna¢nom. Stoga se tabela Laplasove transformacije moze
posmatrati istovremeno i kao tabela inverzne Laplasove transformacije.

-Pitanje je kako naéi inverznu transformaciju f-je F(s) koja nije obuhvacena tabelom. Tada se,
najcesce, ta f-ja moze transformisati u zbir ili proizvod tabli¢nih f-ja.

(16) EGZISTENCIJA INVERZNE LAPLASOVE TRANSFORMACIJE | MELINOVA
FORMULA.

-Teorema (dovoljni uslovi za egzistenciju): Neka f-ja F(s) kompleksne promenljive s = x + iy
zadovoljava sledece uslove:

(1) F(s) je analiticka funkcija u oblasti Re s = x > a;

(2) limg5,¢0 F(s) = 0, uniformno po args;

(3) za svako s > a integral f;fif:IF (s)|dy (integral realne f-je |F(s)| duz prave Res = x)
konvergira.

Tada je f-ja F(s) za Re s > a Laplasova transformacija f-je f(t), i pritom je, zat > O:
x+ico

f(t)=ﬁ j eStF(s)ds, x> a

x—ico
-Ova formula naziva se Melinova formula i pokazuje da je vrednost navedenog integrala nezavisna od
x. Tj. integracija se moze obaviti duz bilo koje prave Re s = x uz uslov da je x > a.

-Pod odredenim uslovima ovaj integral se moze izraCunati primenom teoreme o reziduumima.

-Teorema: Neka f-ja F(s) zadovoljava uslove predhodne teoreme. Neka je, osim toga, f-ja F(s)
analiticka za Re s < a, osim u kona¢no mnogo izolovanih singulariteta s, ..., S,. Tada je, za x > a:

1 x+ico k

— StF(s)d =ZR StE(s), s;

53 J eS'F(s)ds 2. es[e'F(s), s;]
x—ico =
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-Skica dokaza: Posmatramo konturu Cr koja se sastoji od
polukruga radijusa R i odsecka duzine 2R na pravoj Re s = x.
Oznac¢imo polukrug sa Cr. Imamo da je:

x+ico
feStF(s)ds = feStF(s)ds+ f eStF(s)ds
cy Ch x—ioo *S,
polukrug precnik \—
Za dovoljno veliko R svi singulariteti f-je eStF(s) nalaze se C
unutar konture Cg. Stoga vazi: R

K
f eStF(s)ds = 2mi Z Res[eStF(s), s;]

C}‘%‘ =1

x+ico

k
f eStF(s)ds + f eStF(s)ds = 2mi Z Res[eStF(s), s;]
i=1

C}’e x—ioo

Pod odredenim pretpostavkama dokazuje se da je, za t > 0:

Igim j eStF(s)ds =0
CR
pa, prelaskom na grani¢nu vrednost, kad R — oo dobijamo:

x+ico

K
f eStF(s)ds = 2mi z Res[eStF(s), s;]
i=1

x—ico
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(17) NALAZENJE L~ {P(s)/Q(s)}.

-Neka je F(s) = P(s)/Q(s) gde su P(s) i Q(s) polinomi kompleksne promenljive s sa realnim
koeficijentima, a stepen polinom Q(S) je veci od stepena P(S). Pokazuje se da se kolicnik P(s)/Q(s)
uvek moze razloziti na sabirke odredenog tipa. Pritom:

(1) Svakom jednostrukom realnom korenu a jednacine Q(S) = 0 odgovara po jedan sabirak oblika:

A
s—a

(2) Svakom viSestrukom korenu a jednacine Q(S) = 0 odgovara k sabiraka oblika:

A A A

s-—a)'(s—a)? 7 (s—a)’

(3) Svakom paru jednostrukih konjugovano kompleksnih korena a + i jednacine Q(S) =0
odgovara po jedan sabirak oblika:

k — viSestrukost korena a

As+B
(s —a)? + B2
(4) Svakom paru viSestrukih konjugovano kompleksnih korena a + if jednaine Q(S) =0
odgovara k sabiraka oblika:
A1$+Bl AkS+Bk AkS+Bk )
(s—a)?+p? (s —a)? +p2)?" 7' ((s —a)* + pAX’

-Konstante A4, B, ..., Ay, B, mogu se odrediti metodom neodredenih koeficijenata.

k — visestrukost korena a + if8

-NalaZenje inverzne transformacije koli¢nika P(s)/Q(s) svodi se, na osnovu osobine linearnosti
Laplasove transformacije, na nalaZzenje inverzne transformacije koli¢nika oblika:
A

Ss—a
An

(s —a)"
As+B
Aps + B,
((s —a)? +p2)"
-Pokazimo da se inverzna transformacija izraza ovih oblika uvek moZe na¢i direktno iz tabele:

A 1

Ss—a Ss—a

-1 [ An ] A -1 [(n — 1)!l __ A edtgn—1

I Iy

G-l nm-D" |- @m-1)
_1[ As+B ]_L_llA(s—a)+Aa+Bl_ . A(s—a)l [ Aa+B ]_

G-a)?+p2 G-+ p? G- a)? + B2 G-w?+pil
s—a Aa:+B£_1 p Aa + B
@—aP+ﬁJ+ ; [@—aﬁ+ﬁ2 ;

= AL7? [ ] = Ae™ cos Bt + e sin Bt
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(18) NALAZENJE L~Y{F(s) - G(s)} .

-Neka je F(s) = F;(s) - F,(s), a pritom je poznato da je:
LTF()] = fi(t); LTHF(9)] = f2(1)

U tom slucaju je, a na osnovu osobine konvolucije:

LHRGFRE) = [ AOfE - dx

(19) PRIMENA LAPLASOVE TRANSFORMACIJE NA DIFERENCIJALNE JEDNACINE.

-Razmatramo primenu na reSavanje Kos$ijevog problema za linearne diferencijalne jedn. n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima.

-Neka je data jednacina 1 KoSijev problem:
apx™ + ayx @D 4 X+ apx = (0 2(0) = ¥,%(0) = xp ., x"D(0) = {7V

Pretpostavimo da f-ja f(t) ima eksponencijalni red rasta. MoZe se pokazati da tada reSenje KoSijevog
problema x(t) takode ima eksponencijalni red rasta. Primenom Laplasove transformacije na levu i
desnu stranu diferencijalne jednacine dobijamo algebarsku jednacinu:

ao(s”X(s) — s lxy — - — Sx((,n_z) - x((,n_l)) +a; (s”"lX(s) — s 2xy — e — sxén_S) - xén_z))
+ a1 (sX(s) —x¢) + a,X(s) = F(s)

Resavanjem po X (s) dobijamo:

X(s)(aps™ —a;s™ - —a,ys—a,) =F(s) + (ao(s"‘lxo + -+ x(()n_l)) + -+ an_lxo)
Q(s) P(s)
F(s) + P(s
X(s)Q(s)=F(s)+P(s) = X(s)= L()
Q(s)
Primenom inverzne Laplasove transformacije, konacno dobijamo:
F(s) + P(s)

x(t) = L7X(s)] = L1 [ 200
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(20) PRIMENA LAPLASOVE TRANSFORMACIJE NA SISTEME DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA.

-Razmatramo primenu na reSavanje Kosijevog problema za linearne sisteme diferencijalnih jedn. sa
konstantnim koeficijentima. Ovaj postupak se moze formalno opisati koris¢enjem matri¢nog zapisa
sistema. Neka je dat KoSijev problem:

dX

— =AX+b(t); X(0) =X,

dt
gde je:

X 1

dt

X10
; XO = .
Xno

L [Ccll_f] =sX(s) =Xy = sX(s)—Xo=AX(s)+ B(s); (X(s) =L[X(t)] =

!

Xn Xn

an1  ** Qun
Primenom Laplasove transformacije na dati sistem dobijamo:

L[x]

)

Lx,]
(SI-—AX(G)=BG6)+X, = X(s)=(sI—-A4)"B(s)+ Xy)
Primenom inverzne Laplasove transformacije dobijamo:

X(t) = L7HX ()] = L7H(sI = A)H(B(s) + Xo)]
X(t) = f eAtOp(x)dx + etX,
0
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