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1. Matematički model i optimizacioni zadatak višeetapnog procesa upravljanja
Matematički model: posmatrajmo neki proces u zadatim vremenskim trenucima (etapama) t0, t1,..., tn. Stanje procesa na svakoj etapi se definiše pomoću jednog višedimenzionalnog realnog vektora, tzv. vektora stanja, kod koga vrednost koordinata zavisi od etape na kojoj se proces posmatra. Stanje procesa r(t) na nekoj etapi t ima oblik r(t) = (r1(t), r2(t),...,rm(t)), gde je m zadata dimenzija vektora stanja, a rj(t) e R vrednost j-te koordinate ovog vektora na etapi t, j=1,2,...,m, pri čemu R označava skup vrednosti realnih brojeva.
Ako sa ri obeležimo stanje procesa na i-toj etapi t, tj. ri=r(ti) za i=0,1,...,n, tada niz r0,r1,...,rn predstavlja trajektoriju „kretanja“ procesa, gde je r0 početno, a rn završno stanje ove trajektorije. Stanje ro je unapred zadato.
Upravljanje koje se bira na nekoj etapi t i kojim se može uticati na dalju trajektoriju procesa, definisano je pomoću višedimenzionalnog realnog vektora u(t) vektora upravljanja, oblika u(t) = (u1(t), u2(t),...,uk(t)), gde je k zadata dimenzija ovog vektora, a uj(t)eR vrednost njegove j-te koordinate izabrane na etapi t, j=1,2,...,k.
Zakon prelaska procesa iz stanja ri-1 u stanje ri pod uticajem upravljanja ui se definiše kao ri=w(ri-1,ui) za i=1,2,...,m, gde je w(r,u) zadata vektorska funkcija oblika w(r,u)=(w1(r,u), w2(r,u),...,wm(r,u)), a wj(r,u) realna funkcija od m+k realnih promenljivih, j=1,2,...,m.
Optimizacioni zadatak u nekom višeetapnom procesu upravljanja može se u opštem slučaju definisati kao nalaženje maksimuma ili minimuma neke realne funkcije oblika f(r0,r1,...,rn,u1,u2,...,un) na skupu svih nizova dopustivih upravljanja u1,u2,...,un ovog procesa, gde je r0,r1,...,rn trajektorija koja odgovara tom nizu u odnosu na početno stanje ro.
fi(ri-1,ui) ili f(ri-1,ui)
p.o.
ri=w(ri-1,ui), i=1,2,...,n
ui e Ui (ri-1)
ro – početno stanje
gde su fi(r,u), i=1,2,...,n zadate realne funkcije od m+k realnih promenljivih. Niz upravljanja u1*,u2*,...,un* za koju funkcija cilja postiže svoj ekstremum naziva se optimalnim nizom upravljanja, a njemu odgovarajuća trajektorija r0, r1*,...,rn* optimalnom trajektorijom procesa.
2. Princip optimalnosti
Optimalan niz upravljanja za celokupni proces je i u svim svojim delovima optimalan.
Ako je u1*,u2*,...,un* optimalan niz upravljanja, a r0, r1*,...,rn* optimalna trajektorija procesa, tada za bilo koje dve etape i i j (1 ≤ i ≤ j ≤ n) važi da je ui*,ui+1*,...,uj* optimalni niz upravljanja za deo procesa od i-te do j-te etape sa početnim stanjem ri-1* i, u slučaju j<n, završnim stanjem rj*.
Optimalni niz upravljanja ima osobinu da je, bez obzira na upravljanja koja su dovela do nekog stanja na nekoj etapi, niz upravljanja na preostalim etapama optimalan u odnosu na to stanje kao početno.
3. Rekurentne relacije dinamičkog programiranja
Rekurentne relacije treba matematičkim jezikom da izraze Belmanov princip optimalnosti.
Posmatrajmo slučaj optimizacionog zadatka:
(max) fi(ri-1,ui)
p.o.
ri=w(ri-1,ui), i=1,2,...,n
ui e Ui (ri-1), ro – početno stanje
Fi (r), i=1,2,...,n je maksimalna vrednost funkcije cilja za proces posmatran od etape i do etape n u odnosu na proizvoljno početno stanje r na etapi i-1.
Fi (r) = (max) fi(ri-1,ui) gde je ri-1 = r
Za i = n važi Fn (r) = max fn (r,un) što predstavlja opšti oblik.
Za i < n važi Fi (r) = max {fi(r,ui) + max fi(ri-1,ui)} = max { fi(r,ui) + Fi+1(ri)}
Pošto je ri=w(r,ui), tada je Fi (r) = (max) {fi(r,ui) + Fi+1 (w(r,ui)} za i=1,2,...,n-1.
Za i = 1 maksimizacija se vrši samo po X1=r, F1(r) = c1(r)
Za i > 1, Fi (r) = max {ci(xi) + max cl (xl) za xl = r-xi
Zato je Fi (r) = max {ci(xi) + Fi-1 (r-xi)}, i=1,2,…,n.
4. Prosta raspodela jednorodnog resursa
Za svaku aktivnost Ai naći količinu resursa xi koju u nju treba uložiti, tako da ukupna ostvarena dobit bude maksimalna, a ukupna raspoloživa količina resursa S bude u potpunosti raspoređena.
(max) ci(xi) gde je ci(xi) dobit od ulaganja u aktivnost Ai.
p.o.
xi = S, što predstavlja uslov za potpuno iskorišćenje resursa.
Xi≥ 0, i=1,2,...,n, što predstavlja uslov nenegativnosti.
U praksi može biti vrlo neefikasno zbog uslova celobrojnosti za neke procese, koji ne postoji u ovom modelu.
Realizacija aktivnosti Ai, i=1,2,...,n, može se smatrati i-tom etapom ovog procesa na kojoj je upravljanje jednako uloženoj količini resursa xi, a stanje ri je okarakterisano ukupnom preostalom količinom resursa koja ostaje neraspoređena posle ulaganja u A1,A2,...Ai.
(max) ci(xi)
p.o.
ri = ri-1 – xi, i=1,2,...,n predstavlja: trenutno stanje = prethodno stanje – upravljanje
xi e [0,ri-1] što predstavlja oblast upravljanja
ro = S, rn = 0
Preko rekurentnih relacija: Fi(r), i=1,2,…,n predstavlja maksimalnu dobit od ulaganja količine resursa r u prvih i aktivnosti A1, A2,...,Ai.
Fi(r) = max cl(xl), maksimizacija se vrši po svim nenegativnim x1, x2,..., xi za koje važi xi=r.
5. Složena raspodela jednorodnog resursa
Za svaki proizvod Pi naći njegovu količinu xi koju treba proizvesti, tako da ukupna ostvarena dobit bude maksimalna, a ukupna količina utrošenog resursa ne prelazi S.
(max) ci(xi)	P1,P2,...,Pn – vrste proizvoda
p.o.			S – ukupna količina resursa
ai(xi)≤ S		ai(xi) – utrošak resursa za i-ti proizvod
Xi≥ 0, i=1,2,...,n.	ci(xi) – dobit
Proizvodnja proizvoda Pi, i=1,2,...,n., predstavlja i-tu etapu procesa na kojoj se upravljanjem smatra proizvedena količina xi ovog proizvoda, a stanjem ri ukupna neutrošena količina resursa:
(max) ci(xi)
p.o.
ri = ri-1 – ai(xi), i=1,2,...,n	- Zakon prelaska iz stanja u stanje
xi e {x e R+| ai(x) ≤ ri-1} - Skup dopustivih upravljanja
r0=S
Što se tiče rekurentnih relacija, neka je Fi(r), i=1,2,...,n, maksimalna dobit od proizvodnje proizvoda P1,P2,...,Pi, ako pri tome utrošena količina resursa ne prelazi r, tj.
Fi(r)=maxa(xl), za a(xl)≤ r
Za i=1, Fi(r)=max c1(x1), po svim x1e R+ za koje važi a1(x1)≤ r;
Za i>1, Fi(r)=max {ci(xi) + Fi-1(r-ai(xi))}, po svim xie R+ za koje važi ai(xi)≤ r;
6. Optimalna zamena mašina
Na početku svake godine treba odlučiti da li će se mašina određenog tipa zadržati i eksploatisati i u sledećoj godini, ili će se zameniti novom mašinom istog tipa, tako da ukupna dobit, ostvarena u svih n godina, bude maksimalna, pri čemu se na početku prve godine raspolaže mašinom starosti od t* godina.
Godina i se smatra i-tom etapom, i=1,2,...,n; upravljanje ui je odluka da li će se zadržati ili zameniti mašina na početku godine; stanje ti je starost mašine na kraju godine, koja zavisi od odluke ui:
ui = zadržati, ti = ti-1 + 1
ui = zameniti, ti = 1
Model: (max) fi(ti-1,ui)		di(t) – prihod od eksploatacije
p.o.					Oi(t) – troškovi održavanja mašine
ti = w(ti-1,ui), i=1,2,...,n
ui e {„zadržati“, „zameniti“}
t0 = t*, gde je
{di(ti-1) – Oi(ti-1)	za ui = „zadržati“
fi(ti-1,ui)= {di(0) – Oi(0) – zi(ti-1)	za ui = „zameniti“
{ti-1+1	za ui = „zadržati“
w(ti-1,ui) = {1		za ui = „zameniti“
Rekurentne relacije: Fi(t), i=1,2,...,n, je maksimalna dobit od eksploatacije mašine od godine i do godine n, ako je na početku godine i starost mašine t:
Fi(t)=maxfi(ti-1,ui), gde je ti-1=t

	{dn(t) – On(t)		za ui = „zadržati“
Fn(t) = max {dn(0) – On(0) – zn(t)		za ui = „zameniti“

	{di(t) – Oi(t) + Fi+1(t+1)	za ui = „zadržati“
Fi(t) = max {di(0) – Oi(0) – zi(t)+ Fi+1(1)	za ui = „zameniti“
7. Pojam i razlozi primene heuristike
Termin heuristika – starogrcka rec “heuriskein” – naci, otkriti.
Heuristika je tehnika koja pokusava da nadje neka dobra resenja problema (tj takva dopustiva resenja prroblema koja su dovoljno bliska njegovom novom optimum u okviru razumnog vremena, pri cemu se ne garantuje da ce nadjena resenja biti optimalna niti se moze odrediti njihova bliskost optimalnom resenju.
Heuristicki algoritmi treba da imaju jos jednu vaznu osobinu- da rade u razumnom vremenu, tj da budu racunski efikasni.
Racunska  slozenost nekog algoritma se obicno meri ukupnim brojem “elementarnih koraka” koje treba ostvariti da bi se resio problem.
Ako za svaki konkretni primer ovog problema proizvoljne dimenzije n vazi da je:  ukupni broj elemenata algoritma <= Cf(n)
c -> pozitivna konstanta
f -> neka realna funkcija
Tada algoritam ima racunsku slozenost O (f(n))
Ako je f(n) polinom  po n -> algoritam je polinomijalan,u suprotnom je eksponencijalan; polinomijalni su racunski efikasni , dok eksponencijalni to ne moraju da budu.
Heuistika treba da bude jednostavna, robusna (ne menja drasticno svoje ponasanje za male promene parametra problema), da ima mogucnost generisanja veceg broja “dobrih resenja” , da ima mogucnost interaktivnog rada.
PRIMENA:
Mnogi prakticni problemi se mogu formulisati kao specijalni slucajevi zadataka tzv kombinatorne optimizacije (npr. Problem trgovackog putnika). Opsti oblik: 
minf(x)  ili   maxf(x)        X -> implicitno ili eksplicitno zadat skup sa konacno ili prebrojivo mnogo elem.
x e X   x e X           f -> bilo kakva f-ja takva da f:X->R (skup realnih brojeva)
NP klasa (dobro struktuirani problem kombinatorne optimizacije) – postoje algoritmi, ali su neefikasni, jer imaju slozenost, njeni clanovi se mogu teorijski identifikovati koriscenjem rezultata tzv racunske slozenosti.
Koriste se i kao deo egzaktnih algoritama u cilju ubrzavanja procesa nalazenja optimalnih resenja: kod transportnog problema simpleks polazi od pocetnog resenja koji se formira na heuristicki nacin; pravila za ulazak promenljive u bazu kod simpleksa imaju heuristicki karakter. Koristi se kada je cilj sto brze i jeftinije generisanje jednog ili vise zadovoljavajucih resenja.


8. Klasifikacija heuristike
Prema opstem pristupu resavanja problema delimo:
1.Konstruktivne metode – generisu samo jedno dopustivo resenje problema koje, prilikom odgovarajucih inteligentih pravila, treba da bude blisko optimumu. Koriste se dva principa:
princip prozdrljivosti – u svakoj iteraciji od trenutno mogucih izbora bira onaj koji je najbolji po nekom lokalnom kriterijumu.
Prinip gledanja unapred – u svakoj iteraciji od trenutno mogucih izbora prepoznaje one koji mogu da dovedu do formiranja loseg krajnjeg resenja i takvi izbori se izbegavaju.
2. Metode lokalnog pretrazivanja – iterativno generisu citav niz dopustivih resenja, tezeci da ona budu sve bolja i bolja. U svakoj iteraciji se pretrazuje „okolina“ trenutnog resenja i u njoj bira, prema nekom lokalnom kriterijumu sledece resenje u ovom nizu. Pocetno dopustivo resenje moze se uzeti iz prakse, generisati slucajno ili formirati primenom neke konstruktivne metode.
3. Evolutivne metode – u svakoj iteraciiji generisu vise dopustivih resenja problema, koja cine populaciju, pri cemu se tezi da svaka sledeca formirana populacija bude u proseku bolja od prethodne.
4. Metode dekompozicije – na heuristican nacin razbijaju problem na vise podproblema manjih dimenzija. Ovi problemi se odvojeno resavaju, pri cemu se vodi racuna o njihovoj medjusobnoj korelaciji. 
5. Induktivne metode – resavaju vece i slozenije probleme koristeci prinipe metoda razvijenih za manje i jednostavnije probleme istog tipa. 
Postoji i podela na:
1.Specijalne heuristike: dizajniraju se za posebne vrste optimizacionih problema postujuci pri tome, svojstva i specificnosti ovog problema i mogu resavati samo one probleme za koje su dizajnirane.
2. Opste heuristike: mogu se primeniti na bilo koji problem kombinatorne optimizacije, bez obzira na specificnost njegove strukture.
9. Lokalno pretrazivanje
Podrazumeva definisanje neke strukture okolina u prostoru dopustivih resenja X u okviru koje se svakom x e X pridruzuje neki podskup N(x)⊆X,  x∉N(x), koji se naziva okolinom dopustivog resenja x, a njeni clanovi su susedi od x. Polazi se od proizvoljne tacke x1 iz X kao od pocetnog resenja, pa se u svakoj iteraciji n pretrazuje okolina N(Xn) trenutnog resenja xn i u njoj nalazi, prema nekom definisanom pravilu izbora, sused koji predstavlja sledece resenje Xn+1; ako se sused ne moze naci, pretrazivanje staje i za optimalno resenje se uzima ono za koje je vrednost funkcije cilja f(x) najmanja.
Okolina N(x) nekog dopustivog resenja x moze se u opstem slucaju definisati kao skup svih onih elemenata y iz X koji mogu biti dobijeni direktno iz x primenom neke, unapred zadate, modifikacije nazvane pomak iz x u y , oznacen kao m(x,y).
Da bi okolina obezbedila efikasnost lokalnog pretrazivanja, treba da budu zadovoljeni sledeci uslovi:
1.Okolina svake tacke iz X treba da bude simetricna: y e N(x) akko x e N(y)
2.Zadovoljavanje uslova dopustivosti: polazeci od bilo koje tacke prostora x, moze se nizom uzastopnih pomaka doci do bilo koje druge tacke ovog prostora
3.Pomak treba da omoguci sto jednostavnije i brze generisanje susednih resenja , tj preporucljivo je da ova modifikacija bude polinomijalne slozenosti
4. Okolina ne treba da bude ni suvise velika ni suvise mala, da bi se, s jedne strane, mogla lakse odgovarajuce pretraziti, a  s druge strane da bi pruzila dovoljno mogucnosti da se nadje sledeca tacka pretrazivanja.

10. Opste heuristike (metaheuristike); uloga i osnovni principi
Namenjeno resavanju problema kombinatorne optimizacije koji se u najopstijem slucaju mogu prikazati kao: min f(x)  gde dopustivi skup resenja X ima konacno mnogo elemenata
	x e X
1.Simulirano kaljenje: na slucajan nacin generise nekog suseda iz okoline trenutne tacke, prihvatajuci ga kao sledecu tacku pretrazivanja, ne samo u slucaju poboljsana, vec  i pogorsanja funkcije cilja, ali sa izvesnom verovatnocom koja se kontrolisano menja tokom iteracija. Bazira se na principu lokalnog pretrazivanja. Zasniva se na simulaciji termodinamickih procesa kaljenja.
2. Tabu pretrazivanje: zasniva se na principu lokalnog pretrazivanja i koristi adaptivnu memoriju (pamcenje nekih podataka o prethodnim fazama procesa pretrazivanja), koja utice na izbor sledecih tacaka u procesu. Sadrzi elemente vestacke inteligencije.
3. Metode promenljivih okolina: bazira se na principu lokalnog pretrazivanja pri cemu se u svakoj iteraciji moze, u cilju nalazenja sledece tacke, vrsiti sistematsko prestruktuiranje okoline trenutne tacke.
4. Genetski  algoritmi: prvobitno kreirani da simuliraju proces  genetske evolucije jedne populacije jedinki pod dejstvom okruzenja i genetskih operatora. Evolutivnog je tipa.
Popularnost ovih metoda moze se protumaciti time sto se oni mogu vrlo lako prilagoditi raznorodnim specificnostima zadataka koje namece praksa, dok je njihova implementacija na racunaru veoma jednostavna.

11. Osnovni pojmovi u teoriji redova cekanja,klasifikacija i obelezavanje
Predmet izucavanja teorije redova cekanja moze se definisati i kao proces sa strukturom:izvor zahteva-mehanizam usluzivanja-napustanje sistema.U odredjeno mesto koje se naziva sistem usluzivanja u nekim vremenskim trenucima najcesce slucajnim dolaze objekti koji se izlazu odredjenim operacijama i onda napustaju sistem.U opstem slucaju se procesi u sistemima redova cekanja karakterisu elementima:ulazni tok,red,sistem usluzivanja,izlazni tok.Usluzivanje moze da se obavlja na jednom mestu ili vise mesta.Najjednostavniju klasifikaciju sistema redova cekanja omogucava Kendalova notacija.U ovoj klasifikaciji se sistem redova cekanja klasifikuje na osnovu 6 obelezja:
r-velicina populacije,
v-pravilo usluzivanja,
u-kapacitet sistema,
z-broj kanala usluzivanja,
y-raspodela vremena usluzivanja (tok odlazaka)
x-raspodela vremena pristizanja (tok dolazaka)
Oznaka xdefinise tip dolaska,uobicajene su sledece:M-eksponencijalna raspodela,Ek-gama raspodela,D-deterministicki tok,G-opsti tok.
Broj kanala usluzivanja z je prirodan broj.
Kapacitet sistema u je ukupan broj klijenta koji mogu biti na usluzivanju ili u redu cekanja.Pravilo usluzivanja v odredjuje redosled usluzivanja klijenata koji dolaze u sistem - uobicajene oznake:FIFO-redosled usluzivanja odredjen je redosledom pristizanja u sistem,PRI-redosled usluzivanja odredjuje se na osnovu prioritetakoji imaju klijenti u redu,LIFO-prvo se usluzuju klijenti koji su poslednji stigli i SIRO-slucajan izbor klijenata iz reda.Velicina populacije r je prirodan broj. Ako vreme izmedju dva dolaska klijenata ne zavisi od toga koliko se klijenata nalazi u sistemu, onda se usvaja da je velicina izvorne populacije neogranicena.

12. Osnovne performanse sistema sa redovima cekanja i Litlova formula

Umatematickom modeliranju koriste se sledeci pojmovi i oznake:
Pn(t) verovatnoca da se tacno n klijenata nalazi u sistemu u sistemu usluzivanja u trenutku t,pod uslovom da je poznat njihov broj u trenutku t=0;
n-stanje sistema broj klijenata u sistemu na usluzivanju u redu cekanja;
Pn-verovatnoca da se u ustaljenom rezimu u sistemu nalazi n klijenata;
s-broj kanala usluzivanja,broj mesta usluzivanja;
n-Intenzitet dolazaka novih klijenata kada se u sistemu nalazi n klijenata;
n-intenzitet usluzivanja u sistemu kada se u njemu nalazi n klijenata;
L-ocekivani broj klijenata u sistemu;
intenzitet dolazaka, broj dolazaka u jedinici vremena;
intenzitet usluzivanja, broj usluga u jedinici vremena;
Lq-ocekivana duzina reda;
W-vreme koje jedan klijent provede u sistemu,
W=E(W) matematicko ocekivanje vremena W,
Wq-vreme cekanja u redu za pojedinacnog klijenta,
Wq=E(Wq)-matematicko ocekivanje vremena Wq,
P(A)-verovatnoca dogadjaja A,
P(A/B)-verovatnoca dogadjaja A pod uslovom da se desi dogadjaj B.
Litlova formula se veoma mnogo koristi u teoriji redova čekanja. Ona povezuje očekivani broj klijenata u sistemu usluživanja (L), intenzitet dolazaka () i očekivano zadržavanje klijenata u sistemu (W): L=*W.
Primenjuje se kada je intenzitet dolazaka konstantan, ili kada se moze izračunati i srednji intenzitet dolazaka SR.
Analogna Litlova formula vazi i za ocekivanu duzinu reda i ocekivano vreme provedeno u redu Lq=*Wq.
Kada je intenzitet usluzivanja konstantan, onda je ocekivano ukupno vreme provedeno u sistemu W=Wq+1/.

13. Slučajni procesi i lanci Markova

Slucajni ili stohastički proces je slucajna velicina koja zavisi od vremena: {X(t)|t>0}.Klasifikacija slucajnog procesa zavisi od 3 velicine:prostora stanja,indeksnog parametra t,statisticke zavisnosti izmedju slucajnih promenljivih X(t).
Vrednosti koje moze da uzme posmatrana slučajna promenljivazovu se stanja procesa.Za vremenski diskretan slucajni proces X(t) kaze se da ima svojstvo Markova ako je:
P{Xt+1=j |X0= ko,...,Xt-1 = kt-1, Xt=i} = P{Xt+1=j |Xt=i}
Za kontinualni slučajni proces:
P{X(tn+1)=j |X(t0 )= ko,...,X(tn-1) = kn-1, X(tn)=i} = P{X(tn+1)=j |X(tn)=i}
Uslovne verovatnoce P{Xt+1=j |Xt=i}nazivaju se verovatnoce prelaza. Ako za svako i i j vazi:
P{Xt+1=j |Xt=i}=P{X1=j |X0=i} za svako t=0,1,2...kaze se da su verovatnce prelaza stacionirane  i obelezavaju se sa pij.
Za slucajni proces {Xt}, t=0,1...kaze se da je lanac Markova ako ima svojstva: 1.svojstvo Markova, 2.Stacionarne verovatnoce prelaza i 3. Skup pocetnih verovatnoca P{X0=i} za svako i.

15. Procesi rađanja i umiranja i jednačina ravnoteže

Veoma važna klasa,procesa Markova su tzv procesi rađanja i umiranja. U voim procesima je moguće da se uz nekog stanja n pređe u stanje n+1 ili n-1. Prelazi u druga stanja nisu dozvoljena.Pojavljivanje novog klijenta se može uslovno nazivati rađanjem a napustanje klijenata umiranjem. Pretpostavke: 
· Za dato N(t)=n raspodela verovatnoće vremena koje će sistem provesti u stanju n dok se ne desi sledeće rađanje je eksppnencijalno sa parametrom λn n=0,1,2...
· Za dato N(t)=n ,raspodela verovatnoće vremena koje će sistem provesti u stanju n dok se ne desi sledecće umiranjeje ekspo. sa paramatrom μn n=0,1,2...
· Može se desiti samo jednom rađanje ili umiranje u jednom trenutku.Proces rađanja i umiranja mozemo pokazati na dijagramu stanja. Dijagram stanja predstavlja usmereni graf u kome čvorovi predstavljaju stanje procesa a usmerene grane pokazuju moguće prelaze stanja. Posmatrajmo bilo koje stanje sistema  n  n=0,1,2.. 
Pretpostavimo da pocinje od trenutka t=0 , brojimo koliko puta je proces usao u stanje n, a koliko puta izasao iz njega. Neka je:
Un(t)-broj koji pokazuje koliko puta je proces usao u stanje n za vreme t 
In (t) – broj koji pokazuje koliko puta je proces izasao u stanje n za vreme t. Nemoguce je da se desi da postoji dva ulaska a da nema izlaska. To znači da su ova dva broja ili jednaka ili se razlikuju najviše za jedan: |Un(t) – In(t)| ≤ 1
Jednacina koja izražava ovaj princip zove sejednacina ravnoteže. Jednacina se pise za sva stanja procesa i pise se na osnovu intenziteta prelaza i nepoznatih verovatnoca Pn. Proces moze da uđe u stanje n ako se nalazi u stanju n-1 ili n+1. Iz stanja n+1 uci ce u stanje n ako se desi umiranje. Iz stanja n-1 uci ce u stanje n ako se desi radjanje. Dobijamo očekivani broj ulazaka u stanje n u jedinici vremena:λn-1Pn-1+ μn+1Pn+1.
Proces može da izadje iz stanja n u stanje n+1 (radjanje) ili iz stanja n u stanje n-1 (umiranje), pa je očekivani broj izlazaka iz stanja n u jedinici vremena:
λnPn + μnPn.
U ustaljenom stanju, očekivani intenziteti ulazaka i izlazaka su jednaki:
λn-1Pn-1 + μn+1Pn+1=  λnPn + μnPn,n=0,1,2...
Pošto sistem mora da bude u jednom od stanja, Pn=1

16. Model M/M/s

Ovaj model opisuje sistem u kome su dolasci međusobno stratistički nezavisni, tj tok dolazaka je Puasonov, a vremena usluživanja su takođe nezavisna i podležu nekoj drugoj eksponencijalnoj raspodeli, dok je broj kanala neki pozitivan br s. Ovaj model je poseban slučaj procesa rađanja i umiranja u kome su intenzitet dolazaka (rađanja) i int. odlazaka (umiranja) konstantni – λ i μ i ne zavise od stanja sistema. 
	Kada u sistemu postoji samo 1 kanal usluživanja (s=1) sledi da su parametri procesa rađanja i umiranja λn=λ, n=0,1,2... i μn=μ, n=1,2,..	+ DIJAGRAM STANJA
	Kada sistem ima više kanala usluživanja (s>1), μn predstavlja intenzitet usluživanja za ceo sistem, odnosno intenzitet odlazaka (umiranja) za ceo sistem kada se u njemu nalazi n klijenata.
	μn=nμ, za n<=s 
μn=sμ, za n>s tj kad su svi kanali zauzeti 	+ DIJAGRAM STANJA
Kada je maximalni intenzitet usluživanja sμ veći od intenziteta dolazaka λ, tj kada je ρ=λ/sμ <1, onda sistem ima ustaljeno stanje.

17. Model M/M/1/K

Ovaj model pretpostavlja da je sistem usluživanja ograničenog kapaciteta K. To znači da je ukupan br klijenata koji mogu da se nađu u sistemu – u redu čekanja i na usluživanju, jednak K. 
Dijagram stanja je isti kao u prethodnom slučaju (za M/M/1) s tom razlikom što se broj čvorova zaustavlja na K jer je λn=λ, za n=0,1,2,..,K-1 i λn=0, za n>=K
Pošto je λn=0 za n>=K, ovaj sistem dospeva u ustaljeno stanje.

18. Model M/M/s///N

Potpuna notacija za ove sisteme je M/M/s/∞/FIFO/N, a skraćena je jer se podrazumeva da je kapacitet sistema neograničen i pravilo usluživanja „prvi došao, prvi uslužen“ kad god drugačije nije navedeno. Oznaka N je broj klijenata koji postoji u izvornoj populaciji. Svaki od njih dolazi u sistem usluživanja nezavisno, sa vremenima između dva dolaska koji podležu eksponencijalnoj raspodeli sa parametrom λ. Ako je sistem prazan, stanje n=0, intenzitet dolazaka klijenata u sistem je Nλ; Kada se u sistemu nalazi n klijenata, stanje n u izvornoj populaciji ima N-n klijenata čiji je intenzitet dolazaka jednak (N-n)λ. Naravno, ne može da se nađe u stanju n>N. +DIJAGRAM STANJA



19. Model M/G/1

Ovaj model predstavlja široku klasu sistema Redova čekanja kod kojih je:
· Proces dolazaka klijenata u sistemu Puasonov sa konstantnim intenz.dolazaka λ.
· Vremena usluživanja klijenata su međusobno statistički nezavisna i podležu proizvoljnoj raspodeli
· Postoji jedan kanal usluživanja; Kapacitet sistema je neograničen, pravilo usluživanja je FIFO i izvorna populacija je neograničena.
Ovakav sistem ima ustaljeno stanje ako je ρ=λ/μ <1. Bez izvođenja se dobijaju: 
P0=1-ρ
Lq=(λ2σ2 + ρ2)/2(1-ρ) 
L=ρ+Lq
Wq=Lq/λ
W=Wq+1/μ
Ovi obrasci se smatraju najvažnijim rezultatom teorije Redova čekanja jer modeli M/G/1 pokrivaju veliki br sistema RČ iz prakse. Izraz za dužinu reda Lq se naziva Polaček-Hinčinova formula po imenima matematičara koji su je izveli nezavisno jedan od drugog.
Sa rastom varijanse raspodela vremena između dva dolaska klijenata u sistem, raste i očekivana dužina reda čekanja, pa prema tome i očekivano čekanje u redu.

20. Strukturna funkcija i teorema dekompozicije binarnih funkcija

-Strukturna funkcija
Svakoj komponenti cj,j=n,…,J, posmatranog sistema pridruzimo binarnu slucajnu promenljivu yj(t) definisanu za svako vreme t>=0 na sledeci nacin:
Yj(t)=     1, ako je komponenta ispravna
0 ako je komponenta neispravna.
Promenljiva y(t) oznacava indikator stanja ispravnosti ili samo indikator stanja. Stohasticki proces yj(t), t>=0 se naziva proces ispravnosti komponente cj. Komponenta je ispravna u t=0 a prelazi u drugo stanje kad nije.
Radi razmatranja ispravnosti sistema kao celine,uvodi se vektor indikatora stanja y(t)=(y1(t),…,yJ(t)) i odgovarajuci stohasticki proces y(t), t≥0.
Sistemu pridruzujemo indikator stanja ispravnosti sistema>
h(t)=1 ako je sistem ispravan, 0 ako nije
Funkcija h(t) se zove strukturna funkcija sistema. Ona je binarna funkcija vektora slucajnih binarnih promenljivih.
Najjednostavniji sistemi su serijski i paralelni.
Serijski sistemi
Ispravni su ako su mu sve komponente ispravne. Ako su u pocetnom trenutku sve komponente ispravne, indikator stanja ispravnosti sistema bice jednak 1, sve dok ne predje u stanje neispravnosti bar jedna od komponenata. Iz toga proizilazi da je njegova strukturna funkcija
h(y)=min(yn,…,yj)=yj = yj
Paralelni sistemi
Ispravan je ako je bar jedna komponenta ispravna. Neka yj oznacava indikator stanja neispravnosti komponente cij,tj. Yj=1-yj. Neispravnost paralelnog sistema dogadja se ako su sve komponente neispravne sto znaci da je odredjena proizvodom yj. Ako je vrednost proizvoda 1, sistem je u stanju neispravnosti:
h(y)= max(y1,…,yj)=1-(1-yj) = yj
Sistem “k-od-I”
Sastoji se od n identicnih komponenata a pravilno funkcionisu ako je ispravno najmanje k njih. k=1 znaci da je sistem paralelan, k=n znaci da je serijski sistem.
Strukturna fukcija se moze dobiti koriscenjem osnovne teoreme dekompozicije binarnih fukcija:
Ako sa (1j,y) i (0j,y) oznacimo vektor y cija j-ta komponenta ima vrednost 1 ili 0 onda se bilo koja strukturna funkcija j-tog reda moze predstaviti kao:
h(y)=yjh(1j,y)+(1-yj)h(0j,y) za svako y i svako j=1,2,…,J.

21. Кoherentni sistemi, putevi i preseci

Koherentni(povezani) sistemi su sistemi u kojima ne postoje nebitne komponente,tj. Komponente cije stanje ne utice na stanje sistema
Oni ne sadrze nijednu komponentu cj za koju bi vazilo
h(1j,y)=h(0j,y) za svako y.
Njegova strukturna funkcija h(y) je neopadajuca.
To je sistem cija strukturna funkcija zadovoljava sledece usove:
h(1)=1; 1=(1,…,1)
h(0)=0; 0=(0,…,0)
h(y)≥h(z), za yj≥zj, j=1,2,…,J
Ako su sve komponente ispravne onda je ispravan i sistem i obrnuto.
Za strukturnu f-ju koherentnog sistema sastavljenog od J komponenata vazi:
yj≤ h(y) ≤yj
Nijedan koherentan sistem ne moze biti vise pouzdan od sistema koji je sastavljen od paralelno vezanih komponenti, niti manje pouzdan od sistema koji bi bio sastavljen od serijski vezanih komponenti.
-Put je skup komponenata cije ispravno stanje omogucuje ispravno funkcionisanje sistema. Vektor stanja za koji je h(y)=1 je vektor puta. Put se oznacava sa c1=(cj(yj=1))
-Minimalni put ne sadrzi nijedan drugi put. Vektor minimalnog puta je h(y)=1 i h(z)=0 za svako z<y. To je minimalni skup komponenata neophodnih za normalno funkcionisanje sistema.
-Presek je skup komponenata sistema cija neispravnost izaziva neispravnost sistema. Vektor stanja y za koji je h(y)=0 je vektor preseka. Presek se oznacava sa c0=(cj(yj=0))
-Minimalni presek je presek koji ne sadrzi nijedan drugi presek u potpunosti. Vektor minimalnog preseka y je vektor stanja koji je h(y)=0 i h(z)=1. To je minimalni skup komponenata cija neispravnost dovodi do neispravnosti sistema.

22. Funkcija pouzdanosti komponente i sistema

Razmatracemo samo komponente i sisteme kod kojih se ne desavaju otkazi. Za njih se kaze da imaju zivot. Na pocetku posmatranja t=0 komponenta je ispravna i posle neispravnosti se ne vraca u ispravno stanje.
Pouzdanost komponente cj je verovatnoca da je komponenta ispravna, tj. da je stanje komponente 1:
rj(t)=Р(yj(t)=1)
Funkcija nepouzdanosti komponente: rj(t)=1-Fj(t)=1-qj(t).
Kao f-ja raspodele vremena do otkaza komponente najcesce se koristi eksponencijalna raspodela: F(t)=1-e-t.
Ako su otkazi medjusobno statisticki nezavisni, funkcija pouzdanosti sledi direktno iz strukturne funkcije kada se promenljive koje oznacavaju indikatore stanja zamene pouzdanim komponentama.
Za serijski sistem: Rs=P(h(y)=1)=P{yj=1}=P{yj=1}=rj, jer je matematicko ocekivanje proizvoda statisticki medjusobno nezavisnih velicina jednako proizvodu njihovih matematickih ocekivanja.
Za paralelni sistem: Rs= rj=1-(1-rj)



23.Postavke zadataka optimizacije redundanse

Posmatrajmo koherentni sistem sastavljen od J komponenata koje ćemo zvati osnovnim komponentama. Pretpostavimo da je svakoj od njih moguće dodati nekoliko istovetnih komponenti vezanih paralelno. Njih ćemo zvati redundantnim i njihov broj označiti sa xj, j=1,2,...,J.
Osnovna komponenta i redundantna čine podsistem sačinjen od xj+1 istovetnih kompnenata.
Pouzdanost sistema je Rs(x) gde je x=(x1,x2...xj,...,xJ) vektor redudanse.
Osnovna namena dodavanja redundantnih komponenata je postizanje više pouzdanosti.
To izaziva potrošnju resursa koji su raspoloživi u ograničenim količinama.
-Ako se razmatraju troškovi (C), težina(G) i zapremina (V) redundantnih komponenti i ako su one linearne funkcije broja komponenata, treba odrediti vektor redundanse x tako da se postigne maksimalna pouzdanost:
Rs(x)
p.o
 cjxj≤ C0
 gjxj≤ G0
 vjxj≤ V0              xj∈ N0, j=1,...,J
Gde su cj, gj i vj  jedninična cena, težina i zapremina komponente j (respektivno) , a C0, G0 i V0 raspoloživa cena , težina i zapremina za redundantne komponente, dok je N0 skup prirodnih brojeva i nule.
-U opštijem slučaju zadatak se formuliše ovako:
Odrediti vektor redundanse x tako da se postigne maksimalna pouzdanost
Rs(x)
p.o
 gij(xj) <= bi                  i= 1,...,I
xj∈ N0, j=1...J
Gde su : i - indeks resursa ili ograničenja; bi – rasoloživa količina resursa i; gij(xj) - potrebna količina resursa j za xj komponenata.

25.Svojstva i uloga ekspon raspodele u teoriji redova cekanja

Neka t oznacava tekuce vreme ,a slucajna promenjiva T trenutak kada se realizuje posmatrani dogadjaj.Kaze se da T podleze ekspon. raspodeli sa parametrom a ako je njegova funkcija gustine raspodele. RO(t)= a*e-at   
funkcija raspodele je verovatnoća da će se dogadjaj desiti u intervalu (0,t)  UKLJUCUJE t al ne znm gde je uglasta zagrada.Eksponencijalna raspodelaje jednoparametarska:potpuno opisana oarametrom a .Sama vrednost a predstavlja ocekivani broj dogadjaja u jedinici vremena.Parametar a predstavlja odnos verovatnoce da ce se dogadjaj desiti u narednom beskonacno malom intervalu dt(pod uslovom da se nije desio u vremenskom intervalu (0.t) i duzine tog intervala dt.Svojstva: opadajuca funkcija gustine raspodele-funkcija gustine raspodele je striutkno opadajuca funkcija za t>0. Odsustvo pamcenja-raspodela bez memorije. Verovatnoca dogadjaja na malom vr.intervalu-verovatnoca da ce se dogadjaj desiti u malom intervalu t priblizno je proporcionalna duzini tog intervala. Slaganje vise ekspon. raspodela-minimum nekoliko nezavisnih eksp,raspodeljenih slucajnih velicina ima takodje eksp.raspodelu. Odnos ekpsn. i pausaonove raspodele-ako su vremena izmedju dogadjaja medjusovno statisticki nezavisna i podlezu ekspon raspodeli a parametrom a,onda broj dogadjaja u konacnom vremenskom intervalu t podleze puasonovoj raspodeli sa parametrom at.
24. Optimizacija pouzdanosti sistema sa pasivnom redundansom
Kada su sve komponente u istom režimu rada, pouzdanost redundantne komponente je jednaka pouzdanosti osnovne, i takva vrsta redundanse se naziva aktivnom ili vrućom.
[bookmark: _GoBack]U realnim situacijama redundantne komponente nemaju jednaku pouzdanost kao i osnovna i tada su redundantne komponente u nekoj vrsti rezerve i uključuju se u rad umesto osnovne tek u trenutku kad ona otkaže. Obično je verovatnoća otkaza redundantnih komponenata manja od verovatnoće otkaza osnovne komponente. Takav oblik redundanse naziva se poluaktivna ili topla. Kad se pretpostavi da redundantna komponenta ne može otkazati dok se nalazi u rezervi, redundansa se naziva pasivna ili hladna.
Pouzdanost sistema sa rezervnim delovima definiše se sada kao verovatnoća da je sistem ili u operativnom stanju ili da u slučaju otkaza postoji rezervni deo kojim može da se zameni neispravni.
-Pouzdanost sistema sa pasivnom redundansom:
Na početku imamo jednostavan sistem koji se sastoji od jedne komponente i x rezervnih koje se nalaze u stanju pasivne redundanse. Ako se zamena izvršava trenutno, pouzdanost sistema sa redundansom jednaka je verovatnoći da se u posmatranom vremenu neće desiti više od x otkaza. Za računanje ove verovatnoće obično se polazi od sledećih pretpostavki:
a) Verovatnoća broja otkaza za bilo koji vremenski interval zavisi samo od dužine tog intervala
b) Pomenuta verovatnoća ne zavisi od toga koliko se otkaza desilo do početka posmatranog vremenskogi ntervala
c) Verovatnoća da će se desiti jedan otkaz u malom vremenskom intervalu približno je proporcionalna dužini tog intervala, a verovatnoće da će se desiti 2 ili više otkaza mogu se zanemariti.
Na osnovu ovoga može se dokazati da je: -rapsodela vremena do otkaza komponente eksponencijalna i, - raspodela broja otkaza u određenom vremenskom periodu je Puasonova.
-Verovatnoća da će se u vremenskom intervalu t desiti tačno m otkaza je 
Pm (t)=( (t)m / m! ) * e -t
gde je t očekivani broj otkaza u vremenskom intervalu t, tj α=t je očekivanje Puasonove raspodele
-Pouzdanost sistema je verovatnoća da će se desiti najviše x otkaza
Rs(x;α) = P {X < = x } =  ((α)m / m! ) * e –α)
-Kada se sistem sastoji od J različitih komponenata pri čemu je broj otkaza u određenom periodu za svaku od njih opisan Puasonovom raspodelom sa parametrom αj (j=1,..J)

Kao model za proračun se koristi serijska struktura i pouzdanost sistema se računa:
Rs (x) = Rj(xj ; αj)
Rj(xj ; αj) =  ((αj)m / m! ) * e –αj)
- Zadatak optimizacije pouzdanosti se sastoji u određivanju vektora x koji predstavlja asortiman i količine rezervnih delova kojima se sa raspoloživim sredstvima postiže maksimalna pouzdanost.
Rs (x) = Rj(xj ; αj)
p.o.
 cjxj<= C0
xj∈ N0,  j=1,...,J
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