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1.

Metode zavisnosti

Klasifikacije metoda multivarijacione analize zasnovane su na razlicitim klasifikacionim
kriterijumima. Kod jednog od pristupa, u cilju poredenja dva objekta, posmatramo redove u
matrici podataka, odnosno definiSemo razli¢ite mere bliskosti izmedu dva objekta ili osobe.
Osnovu ovih metoda multivarijacione analize predstavlja matrica odstojanja izmedu objekata.

Metode se prema ovom pristupu dele u dve grupe: metode zavisnosti i metode meduzavisnosti.
Ukoliko se u istraZivanju bavimo ispitivanjem zavisnosti izmedu dva skupa promenljivih, gde
jedan skup predstavlja zavisne promenljive, a drugi nezavisne, tada je re¢ o metodama

zavisnosti.

U metode zavisnosti spadaju:

1.

Multivarijaciona regresija — razlikujemo dva slucaja: prvi, kada se bavimo analizom
zavisnosti jedne promenljive (zavisne promenljive) od skupa drugih (nezavisnih
promenljivih) — ovaj slu¢aj predstavlja metod viSestruke regresije. Drugi slucaj je kada
skup zavisnih promenljivih sadrzi vise od jednog €¢lana, te tada govorimo o opStijem
modelu multivarijacione regresije. Zadatak je oceniti ili predvideti srednju vrednost
zavisnih promenljivih, na osnovu poznatih vrednosti nezavisnih.

Kanonicka korelaciona analiza — njome se uspostavlja linearna zavisnost izmedu skupa
nezavisnih i skupa zavisnih promenljivih. Kod izra¢unavanja kanonicke korelacije,
formiraju se dve linearne kombinacije, po jedna za skup nezavisnih i zavisnih
promenljivih, a koeficijent korelacije izmedu njih treba da bude maksimalan.
Diskriminaciona analiza — bavi se razdvajanjem grupa i alokacijom opservacija u ranije
definisane grupe. Ona omoguéava da otkrijemo koja je promenljiva doprinela najvise da
se razdvoje grupe, kao i da predvidi verovatnodu da ée neki objekat pripasti nekoj od
grupa.

Multivarijaciona analiza varijanse (MANOVA) — koristi se kada nam je cilj da ispitamo
uticaj razli¢itih nivoa jedne ili vise ,,eksperimentalnih“ promenljivih na dve ili vise
zavisnih promenljivih. Koristi nam u situaciji kada je moguée sprovesti kontrolisani
eksperiment. Osnovni cilj je testiranje hipoteze koja se ti¢e varijanse efekata dve ili viSe
zavisnih promenljivih.

Logit analiza — kada je u regresionom modelu zavisna promenljiva dihotomnog tipa (npr.
pol mozZe da bude muski i Zenski), tada takav model predstavlja regresioni model sa
kvalitativnom zavisnom promenljivom. Kod njih je zavisna promenljiva zapravo logit
funkcija — logaritam koli¢nika verovatnoca da ¢e dihotomna zavisna promenljiva uzeti
jednu ili drugu vrednost. Ove modele nazivamo i modelima logisticke regresione analize.



2.

Metode medusovne zavisnosti

Ako nema osnova za podelu promenljivih na dva skupa (zavisne i nezavisne), tada se koriste
metode meduzavisnosti. U ove metode spadaju:

1.

Analiza glavnih komponenti - sluZi za redukciju veéeg broja promenljivih koje
posmatramo na manji broj novih promenljivih koje nazivamo glavne komponente.
Najc¢esce uz pomo¢ manjeg broja glavnih komponenata objasnjavamo najveéi deo
varijanse originalnih promenljivih, $to omogucava lakSe razumevanje podataka. Zadatak
je napraviti linearnu kombinaciju originalnih promenljivih (glavnih komponenata) uz
uslov da one treba da obuhvate $to je moguce vedi iznos varijanse pocetnog skupa
promenljivih.

Faktorska analiza - sli¢cna je metodi glavnih komponenti, jer koristi opis varijacija
izmedu promenljivih na osnovu manjeg broja promenljivih (nazivamo ih faktorima).
Medutim, za razliku od prethodne metode, faktorska analiza pretpostavlja postojanje
odgovarajuceg statistickog modela kojim originalnu promenljivu iskazujemo kao
linearnu kombinaciju faktora plus greSaka modela. Na ovaj nacin se celokupna
kovarijansa ili korelacija objasnjava zajednic¢kim faktorima, a neobjasnjeni deo se
pridruzuje gresci — specificnom faktoru. Ovde teZimo da objasnimo kovarijansu,
odnosno onaj deo ukupne varijanse koji promenljiva deli sa ostalim promenljivama.
Analiza grupisanja - sluzi za redukciju podataka, ali za razliku od prethodne dve metode,
ona je orijentisana ka redovima matrice podataka (objektima). Ovom analizom
kombinujemo objekte u grupe relativno homogenih objekata, a zadatak je
identifikovanje manjeg broja grupa, tako da elementi koji pripadaju nekoj grupi budu Sto
sli¢niji jedan drugom.

Visedimenziono proporcionalno prikazivanje — orijentisano je ka objektima, a koristi
meru sli¢nosti, odnosno razlike izmedu njih, u cilju njihovog prostornog prikazivanja.
Prostorna reprezentacija sadrzi geometrijski raspored tacaka na mapi, gde se svaka
tacka odnosi na jedan od objekata. Ukoliko smo za ra¢unanje mere slicnosti koristili
kvanitativne promenljive, metodi dodajemo pridev kvantitativna, a ako smo koristili
kvalitativne, onda dodajemo pridev kvalitativna.

Loglinearni modeli — omoguduju ispitivanje medusobne zavisnosti kvalitativnih
promenljivih koje formiraju viSedimenzionu tabelu kontigencije. Ukoliko je jedna od
promenljivih u tabeli zavisna, onda na osnovu ocenjenih loglinearnih modela mozemo
izvesti logit modele. Ali, ovde se logit funkcija izrazava preko celijskih frekvencija, za
razliku od logit modela.



3. Vrste podataka i merne skale

Statisticka obelezja mogu biti kvantitativna (merljiva) ili kvalitativna (nemerljiva). Kvantitativne
promenljive su one kod kojih se vrednosti razlikuju po veli€ini, a kvalitativne promenljive su one
kod kojih se vrednosti razlikuju po vrsti. Klasifikaciju metoda multivarijacione analize moguce je
izvrsiti i prema vrsti podataka koji se koriste.

Kvantitativne promenljive

Kvalitativne promenljive

Glavne komponente

Faktorska analiza

Loglinearni modeli

Kvalitativno visedimenziono

proporcionalno prikazivanje

Metode meduzavisnosti Analiza grupisanja

Kvantitativno visedimenziono
proporcionalno prikazivanje

Diskriminaciona analiza
(zavisna promenljiva je
kvalitativna)

Visestruka korelacija

Jedna zavisna
promenljiva

Visestruka regresija

Logit analiza

Metode
zavisnosti

Kanoni¢na korelaciona
analiza sa vestackim
promenljivim

Visedimenziona regresija

Visedimenziona analiza
varijanse

Vise zavisnih
promenljivih
Kanoniéna korelaciona
analiza

Merenja kvantitativnog obeleZja iskazujemo na razli¢itim skalama i u razli¢itim jedinicama mere.
Ukoliko se jedinica mere moze beskonacno deliti (primer: kilometri, metri, centimetri), tada
kazemo da je promenljiva neprekidna. Kada jedinica mere nije deljiva (primer: veli¢ina
porodice), tada promenljivu nazivamo prekidnom. Najcesce koriséena skala kod kvantitativnih
promenljivih je skala odnosa. Ona ima sledece osobine: koli¢nik ma koje dve vrednosti ima
smislenu interpretaciju, rastojanje izmedu dva objekta mereno na ma kom delu ove skale je
jednako i opservacijama pozicioniranim na ovoj skali mogu se dodeliti rangovi od viSeg ka nizim.

Postoji i intervalna skala, koja nema fiksni pocetak. Temperaturna skala je primer intervalne
skale, a za nju vaze samo poslednje dve osobine koje vazZe za skalu odnosa. Kod kvantitativnih
obelezja posledniji tip skale je ordinalna skala, za koju vazi samo poslednja osobina.

NajniZi nivo merne skale koriste kvalitativna obeleZja i naziva se nominalna skala. Ona ne
omogucava ni rangiranje jedinica. Kod nje kategorijama pridruzujemo vrednosti, kako bismo ih
kodirali radi lakSe obrade. Primer: braéni status moZze imati kategorije: neoZenjen, oZenjen,
razveden, udovac, razdvojen — pridruzujemo im vrednosti 1, 2, 3,4 i 5.
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4. Kovarijaciona i korelaciona matrica slu¢ajnog vektora X

Za ma koji par sluc¢ajnih promenljivih X; i Xk definiSemo kovarijansu: oj = E[(Xj - 1)(Xk - p)] — nju
oznacavamo i kao Cov(Xj, Xk), pri ¢emu je na osnovu definicije: Cov(X;, X;) = Var(X;) i Cov(X;, Xk) =
Cov(Xx, Xj) = 0kj = Ojk.

Za slucajan vektor X definiSemo (p x p) simetri¢nu matricu kod koje je j-ti dijagonalni element gj;
= Var(X;), a ciji je (j,k) — element oj = Cov(X;, Xk), j # k. Ovu matricu nazivamo kovarijacionom
matricom od X i oznaavamo je kao Var(X) ili Cov(X), odnosno 3. Tako je:

0-11 0-12 te O-lp / VaT(Xl) COU(Xl,Xz) te COU(Xl, p)\
Cov(X) =3 = [o] = 0521 Ufz UZp Cov(Xy,X5) Var(Xz) Cov(XZ, Xp)
Op1 Op2 " Opp \lCov(Xl, Xp) Cov(Xz, Xp) Var(Xp) J/

Kovarijacionu matricu mozemo iskazati i kao ocekivanu vrednost slu¢ajne matrice. Za slucajan
vektor X sa sredinom p definiSemo (p x p) simetri¢nu slu¢ajnu matricu kvadrata, odnosno
uzajamnih proizvoda odstupanja elemenata slucajnog vektora od odgovarajuce sredine.
Slucajna matrica je proizvod slucajnih vektora odstupanja od sredine, tj. (X - p)(X - n)’, pa je
njena ocekivana vrednost:

E[(X-m)(X-p)]=%
Koeficijent korelacije izmedu dve slucajne promenljive X; i Xk definiSemo kao:
pi= ———
Vo oKk
$to predstavlja normalizovanu kovarijansu izmedu X; i Xx. On uzima vrednost iz intervala -1 do

+1. Ukoliko koeficijent korelacije uzme doniju ili gornju grani¢nu vrednost, tada kazemo da
postoji perfektrna linearna veza izmedu Xj i X.

Korelacionu matricu p moZemo dobiti na osnovu poznate kovarijacione matrice, a njen (j,k) —
element definisan je gornjim izrazom. U matri¢noj notaciji veza izmedu korelacione i
kovarijacione matrice je data sa:

[ 1 P12 o plp—l
p = (DY2)13(DY2)1 = |P?1 1 P?p |
L’pl ppz 1 J /

gde smo sa D oznadili dijagonalnu matricu koja sadrzi elemente na glavnoj dijagonali
kovarijacione matrice 3.



5. Diskriminaciona analiza — osnovna ideja i ciljevi

Metod multivarijacione analize koji se bavi razdvajanjem razli¢itih grupa i alokacijom
opservacija u unapred definisane grupe nazivamo diskriminaciona analiza.

Diskriminaciona analiza ima dva osnovna cilja. Prvi cilj je da se utvrdi da li postoji statisticki
znacajna razlika u sredinama dve ili viSe grupa, a zatim da odredi koja od promenljivih daje
najveci doprinos utvrdenoj razlici. Ovaj cilj analize nazivamo diskriminacija ili razdvajanje
izmedu grupa. Drugi cilj se odnosi se na utvrdivanje postupka za klasifikaciju opservacija na
osnovu vrednosti nekoliko promenljivih u dve ili viSe razdvojenih, unapred definisanih grupa.
Ovaj cilj analize nazivamo klasifikacija ili alokacija opservacija.

Sa tehnicke strane, osnovni cilj diskriminacione analize jeste formiranje linearnih kombinacija
nezavisnih promenljivih kojima ¢e se diskriminacija izmedu unapred definisanih grupa izvrsiti
tako da greska pogresne klasifikacije opservacija bude minimalna. Linearnom kombinacijom
nezavisnih promenljivih za svakog ispitanika formiramo broj koji se naziva diskriminacioni skor,
koji se zatim transformiSe u verovatnocu da ispitanik potice iz jedne od grupa. U opstem
slu¢aju, imamo da je:

Y=a'X

gde je Y diskriminacioni skor, dok je a p-dimenzioni vektor diskriminacionih koeficijenata
(koeficijenti linearne kombinacije), a X je p-dimenzioni vektor nezavisnih promenljivih.
Projekcija ta¢aka sa dijagrama rasturanja na y-osu generiSe jednodimenzione rasporede
diskriminacionih skorova dveju populacija m; i 2. Sredine diskriminacionih skorova za ove dve
grupe predstavljaju prvi, odnosno drugi centroid. Njihovim medusobnim poredenjem mozemo
utvrditi koliko su grupe udaljene jedna od druge.

U diskriminacionoj analizi formiramo linearnu kombinaciju merljivih promenljivih, ali je zavisna
promenljiva nemerljiva (kvalitativna). Za razliku od regresione analize, ovde je zavisna
promenljiva fiksna (uzima vrednosti 0 i 1 ako razmatramo problem diskriminacije dve grupe), a
nezavisne promenljive su slucajne promenljive koje su normalno rasporedene.



6. Metoda glavnih komponenata — osnovna ideja i ciljevi

Metod multivarijacione analize koji se koristi za smanjivanje dimenzije skupa podataka
(sacinjava ga veliki broj uzajamno korelisanih promenljivih) uz istovremeno zadrzavanje
maksimalno mogudéeg varijabiliteta koji je prisutan u tim podacima, naziva se metod glavnih
komponenata. Kazemo da ovaj metod pored toga Sto redukuje dimenziju skupa podataka
predstavlja i istraZivacko sredstvo analize pomoéu koga se generisu hipoteze o prou¢avanom
fenomenu.

Osnovni zadatak metode glavnih komponenata jeste odredivanje one linearne kombinacije
originalnih promenljivih koja ¢e imati maksimalnu varijansu. Drugi, opstiji zadatak ove metode
jeste odredivanje nekoliko linearnih kombinacija originalnih promenljivih koje ¢e, pored toga
$to imaju maksimalnu varijansu, biti medu sobom nekorelisane, gubedi u $to je manje mogucoj
meri informaciju sadrzanu u skupu originalnih promenljivih.

U ovom postupku, originalne promenljive se transformisu u nove promenljive koje nazivamo
glavne komponente. Prva glavna komponenta je konstruisana tako da obuhvata najveci deo
varijanse, a naredne onaj deo koji nije jos uvek obuhvacen.

Ovime se postizu dva cilja:

1. Vrsise redukcija originalnog skupa podataka
2. Olaksava se njihova interpretacija

Problem se moze prikazati i graficki, koristeéi proizvoljne linearne kombinacije.

Ako se zahteva reprezentovanje dvodimenzionalnog skupa samo jednom promenljivom, onda
bismo izabrali onu koja ima vedi varijabilitet. Na osnovu promenljive sa veéim varijabilitetom
mozemo u vecoj meri razlikovati pojedinaéne opservacije dvodimenzionog skupa. U
ekstremnom slucaju kada sve tacke leZze na pravoj normalnoj na X1 osu, tada je dovoljno
analizirati samo promenljivu X3, jer ona nosi svu informaciju o varijabilitetu dvodimenzionog
skupa podataka. Nas izbor koeficijenata se moZe opisati kao zadatak maksimiziranja varijanse
linearne kombinacije uz uslov da je zbir kvadrata koeficijenata linearne kombinacije jednak
jedinici. Geometrijski to znadi da je vektor koeficijenata linearne kombinacije [a11, at12]’
jedini¢ne duzine. Izborom koeficijenata, mi zapravo menjamo ugao pod kojim se projektuju
tacke na pravu liniju.



7. Definicja i osobine glavnih komponenata

Pretpostavimo da je X p — dimenzioni slucajan vektor sa kovarijacionom matricom 3. Neka je Y1
= 011X1 + a12X2 + ... + a1pXp = a’1X linearna kombinacija elemenata slu¢ajnog vektora X, gde su
Q11, A12, ... , A1p koeficijenti linearne kombinacije. Poznato je da je Var(Y1) = a’13 a1, pa je nas
zadatak da odredimo vektor koeficijenata au tako da se maksimizira varijansa od Yi. Pri tome
vodimo racuna o ograni¢enju da je vektor koeficijenata jedini¢ne duzine — a’1at1 = 1.

Problem se reSava pomodéu maksimizacije Lagranzove funkcije:
o’'1yo—A(a'r00 — 1)

gde je A Lagranzov ¢inilac. Diferenciranjem Lagranzove funkcije po koeficijentima ay, a zatim
izjednacavanjem dobijenog izraza sa nulom, dobijamo:

Jai-Aa; =0
ili
(2-Mai=0

gde je | (p x p) jedinicna matrica. Da bi se dobilo netrivijalno resenje za a; determinanta |3 - Al|
mora biti jednaka nuli. PoSto teZimo da maksimiziramo varijansu, za A ¢emo uzeti najveci
karakteristi¢ni koren, a njemu je pridruzen odgovarajuéi vektor az. Ako nam je zadatak da
odredimo vise od jedne linearne kombinacije, tada postupamo kao i u ovom slucaju, pri cemu
uzimamo dodatni uslov da kovarijansa prve i druge glavne komponente bude jednaka nuli.

Glavne komponente imaju sledeée osobine:
E(Yj) =0, Var(Y,-) = 7\j, COV(Yi,Yj) =0,i ¢j
Var(Y1) 2 Var(Y2) > ... 2 Var(Yp) 20

Takode, mozZe se dokazati da su generalizovane varijanse glavnih komponenata jednake
generalizovanim varijansama originalnog skupa promenljivih. Neka je, dakle, Y vektor glavnih
komponenata takav da je Y’ =[Y1, Y2, ..., Yp]. Sada se transformacija originalnog skupa
promenljivih sadrzanog u vektoru X moze pisati na sledeéi nacin: Y = AX, gde je A matrica Ciji su
redovi karakteristi¢ni vektori kovarijacione matrice 3. Matrica A ima osobinu da je A’ = A}, pa
se Y = AX naziva ortogonalna transformacija ili rotacija, a sama matrica A se naziva
ortogonalnom matricom, a njena osobina je i da je |A| =+ 1. Transformacija se naziva
ortogonalnom, jer se njome vrsi rotacija koordinatnih osa za odreden ugao, pri éemu ose ostaju
normalne jedna na drugu, a ugao izmedu bilo koja dva vektora nakon rotacije ostaje isti.



8. Izbor broja glavnih komponenata

Jedan od ciljeva analize glavnih komponenata jeste redukcija pocetnog skupa podataka. Umesto
velikog broja promenljivih u daljoj analizi se koristi samo manji broj glavnih komponenata koje u
najveéoj meri treba da obuhvate varijansu pocetnog skupa podataka. Postoje brojni pristupi koji
se ticu odabira odgovarajuceg broja glavnih komponenata.

Prvi pristup polazi od fiksiranja kumulativne proporcije ukupne varijanse koja je , objasnjena”
izdvojenim skupom glavnih komponenata. Obi¢no se izabere proporcija od 80% ili 90% ukupne
varijanse, pa se broj zadrzanih glavnih komponenata povecava dok se ne postigne ovaj
kriterijum.

Drugi pristup sugeriSe da treba zadrzati one glavne komponente ¢ija varijansa (A)) je veéa od
prosecne vrednosti
— /’l
_vyr A
A= Zj=1 o
Ako umesto kovarijacione koristimo korelacionu matricu, tada je prosecna vrednost varijanse

jednaka jedinici, Sto znaci da bi kriterijum glasio: treba zadrzati one glavne komponente kod
kojih je varijansa veéa od jedinice.

Prema tre¢em pristupu u kriterijumu izbora neophodno je koristiti gecometrijsku sredinu.
Generalizovana varijansa je jednaka proizvodu karakteristi¢nih korena, odnosno

p

Ako dobijenu vrednost dighemo na stepen 1 / p dobi¢emo geometrijsku sredinu karakteristi¢nih
korena. Prosecna generalizovana varijansa data je geometrijskom sredinom karakteristi¢nih
korena, pa zadrzavamo one komponente ¢iji je karakteristi¢ni koren veci od geometrijske
sredine svih karakteristi¢nih korena.

Poslednji pristup se zasniva na grafickom prikazu vrednosti karakteristi¢nih korena prema
njihovom rednom broju. Ovaj dijagram se naziva ,scree test” — prelom na krivoj se odreduje
tako Sto se lenjir prisloni uz poslednje vrednosti karakteristicnog korena proveravajuci da li one
leZe na pravoj liniji. Broj glavnih komponenata odredujemo tako $to uocavamo tacku nakon
koje spomenuta prava ima prelom, pri ¢emu se kreéemo od veéeg ka manjem rednom broju
glavne komponente. Broj glavnih komponenata zapravo predstavlja redni broj glavne
komponente Cija vrednost karakteristiénog korena kao poslednja leZi na pravoj liniji.
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9. Faktorska analiza — osnovna ideja i ciljevi

Metod multivarijacione analize koji se koristi za opisivanje medusobne zavisnosti velikog broja
promenljivih koris$¢enjem manjeg broja osnovnih, ali neopazljivih slu¢ajnih promenljivih
poznatih kao faktori naziva se faktorska analiza. U faktorskoj analizi nas zanimaju
vandijagonalni elementi (kovarijanse), za razliku od analize glavnih komponenata. Faktorska
analiza podrazumeva postojanje teorijskog modela kojim se uspostavlja relacija izmedu
opservacija dimenzione promenljive i manjeg broja zajednickih faktora.

Osnovna ideja faktorske analize sastoji se u sledecem — ona je razvijena kako bi se lakSe
analizirali rezultati odredenih testova. Ako za primer uzmemo test inteligencije, zadatak
faktorske analize je da utvrdi da li se inteligencija sastoji iz jednog opsteg faktora ili od nekoliko
zajednickih faktora.

Rezultate svih testova (Xi) moguce je iskazati u obliku:
Xi=BiF+Ei,i=1,2,3, .., N

U ovom modelu F je zajednicki faktor, a Bi su koeficijenti koje nazivamo faktorska opterecenja,
a & su slucajne greske, odnosno specifi¢ni faktori. Rezultati ovih testova mogu se
dekomponovati na dva dela, pri cemu se jedan odnosi na sve testove (F), a drugi je specifi¢an za
svaki test ().

Kasnija istraZivanja su proSirila prvobitni model, te je uvedeno nekoliko zajednickih faktora, a
specifi¢an faktor je razloZen na dva dela. Dakle, faktorska analiza sluZi za redukciju originalnog
skupa podataka — koristimo je da bismo identifikovali zajednic¢ku strukturu koja je generisala
dobijeni skup korelisanih originalnih promenljivih. To je istraZzivacka primena faktorske analize,
ona se koristi u deskriptivne svrhe. Druga primena se tice istrazivanja gde posedujemo veé neku
teorijsku informaciju o zajednickoj strukturi, a faktorsku analizu koristimo kako bismo testirali
hipoteze o broju zajednickih faktora. Dakle, ona se ovde koristi kako bi se potvrdila, odnosno
negirala hipoteska struktura podataka.

Za razliku od analize glavnih komponenata, faktorska analiza polazi od razlagaja promenljive na
dva dela: zajednicki i specifi¢ni. Zajednicki deo je onaj deo varijacija promenljive koji ona deli sa
ostalim promenljivama, dok je specifilan onaj deo varijacija koji je poseban za tu promenljivu.
Faktorska analiza izucava deo varijacija koji je zajednicki za sve, a analiza glavnih komponenata
ukupan varijabilitet.
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10. Model faktorske analize

Pretpostavimo da je X p — dimenzioni vektor opaZljivih promenljivih sa sredinom p i
kovarijacionom matricom 3. Model faktorske analize pretpostavlja da se X, vektor opazljivih
promenljivih, moZze izraziti preko skupa od m neopazljivih promenljivih, koje nazivamo
zajednicki faktori, u oznaci F4, F, ... ,Fm, gde je m << p i p specifi¢nih, ali neopazljivih faktora, u
0znaci €1, €, ..., €p. Model u razvijenog obliku dat je slede¢im jednacdinama:

(X1 - p1) = B1aF1 + Br2F2 + ... + BimFm + €1
(X2 - n2) = B2aF1 + B22F2 + ... + BomFm + €2
(Xp - Mp) = BpaF1 + BpaFa + ... + BomFm + €p
ili ekvivalentno u matri¢noj notaciji:
X-p= B F + €

(px1)  (pxm) (mx1) (px1)

gde je:
X1— I F € Bi1 Bz - PBim
X—pu= XZ_:MZ,Fz F:'z'g: 852,B= ﬁ:21 ﬁ:22 .BZ:m
Xp— Hp Fn €p Bp1 Bpz = Bpom

Elementi matrice B nazivaju se faktorska opterecenja i-te promenljive na j-ti faktor, a sama
matrica se naziva matrica faktorskih optereéenja. Na prvi pogled, model faktorske analize vise
lici na model viSestruke regresije. Medutim, ovde p odstupanja (X1 - 1), ..., (Xp - Wp) izrazavamo
preko m + p slucajnih promenljivih F1, F2, ..., Fmi &1, &, ..., &, koje su neopatzljive, za razliku od
regresionog modela gde su nezavisne promenljive opazljive.

Dodajemo dodatna ogranicenja, vezana za zajednicke faktore:
E(F) =0, Cov(F) =E(FF)=®

Sto se specifi¢nih faktora ti¢e, njihova ogekivana vrednost je jednaka nuli, a kovarijaciona
matrica dijagonalna:

Yy, 0 - 0
0 ¥, .. 0
E(e) =0, Cov (e) = E(ee) =w =, 2 ' |

Takode, pretpostavlja se da su zajednicki faktori nezavisni od specifi¢nih, odnosno da je:
Cov(e, F)=E(eF’)=0
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Vezu izmedu odstupanja opailjivih promenljivih od njihove sredine i neopazljivih faktora
zajedno sa navedenim pretpostavkama i ograni¢enjima nazivamo model faktorske analize. Ovaj
model omogucava razlaganje kovarijacione matrice 3 na:

>=BB'+W
Korelacionu matricu promenljivih X i faktora F nazivamo matricom faktorske strukture.
Na osnovu razlaganja kovarijacione matrice, imamo da je varijansa i — te promenljive:
Var(Xi) = 6ii = Bin® + Bio? + .. + Bim? + Wi= XL BL + Wi, i=1,2,...,p

Znaci da je varijansa i-te originalne promenljive podeljena na dva dela. Prvi deo je varijansa
objasnjena zajednickim faktorima i nazivamo ga zajednicka varijansa ili komunalitet (u oznaci
hi?), a drugi deo nazivamo specifiéna varijansa (u oznaci W;).

Imamo da je jedini¢na varijansa standardizovane promenljive jednaka:
Var(X)) =1=hZ+ W,
Takode, generalizovana varijansa od X je:
tr(3) =Xl 0 =+ X0 XL BE + X ¥
Ako sa h ozna¢imo ukupan komunalitet od X, tada je:
tr(3) = h + tr(W)

$to znaci da je ukupna ili generalizovana varijansa od X jednaka zbiru ukupnog komunaliteta i
ukupne varijanse specifi¢nih faktora.
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11. Odredivanje broja faktora

lako se faktorska analiza razlikuje od metode glavnih komponenata, postupci izbora broja
glavnih komponenata se koriste i prilikom odredivanja broja faktora. Najpoznatiji je kriterijum
jediniénog korena gde zadrzavamo u modelu onoliko zajednickih faktora koliko ima
karakteristi¢nih korena uzoracke korelacione matrice koji su veci od jedinice. Ovo se koristi kada
je broj promenljivih izmedu 20 i 50, ali ako je broj promenljivih veéi od 50, tada ovaj kritetijum
bira previse zajednickih faktora, a ako je broj ispod 20, tada bira mnogo mali broj zajednickih
faktora.

Za odredivanje broja faktora moze se koristiti i ,scree test” koji izdvaja veci broj faktora nego
prethodni metod. Preporuka je da se koristi viSe od jednog metoda za odabir broja faktora.

Moguce je koristiti i odredene statisticke testove za odredivanje broja odgovarajucih faktora,
pri cemu za veliki broj zajednickih faktora statistika testa nije pouzdana, pa se zato predlaZe da
se koristi postupak korak po korak, tako sto ¢e analiza zapoceti sa jednim zajedni¢kim faktorom,
pa se potom broj faktora povecdava za po jedan sve dok se ne prihvati nulta hipoteza, koja glasi:
Ho: BB’ + W (alternativna hipoteza je: Hi: 3) ili dok broj stepena slobode ne postane negativan.
Mora se ipak proveriti da li je uopste potrebno sprovesti faktorsku analizu, posto ukoliko je
kovarijaciona matrica dijagonalna, to znaci da su originalne promenljive medusobno
nekorelisane, pa nema potrebe za faktorskom analizom. Zato se prvo proverava da li se moze
odbaciti hipoteza o sferi¢nosti.
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12. Rotacija faktora

U faktorskoj analizi ortogonalnu transformaciju matrice faktorskih optereéenja i time
impliciranu ortogonalnu transformaciju faktora (faktorskih osa) nazivamo rotacija faktora ili
preciznije ortogonalna rotacija faktora. Napustanjem zahteva da rotirani faktori moraju
medusobno biti ortogonalni, razvijeni su postupci tzv. neortogonalne rotacije faktora. Postupak
se primenjuje u cilju dobijanja takve matrice faktorskih optereéenja koja ¢e olaksati
interpretaciju faktora. Izbor ugla za koji ¢emo rotirati faktore opredeljen je jednim od
kriterijuma, a najc¢esée se koristi onaj pod nazivom jednostavna struktura.

Kod jednostavne strukture pokusavamo da postignemo mali broj visokih vrednosti faktorskih
opterecéenja i veliki broj niskih vrednosti faktorskih opterecenja. Istraziva¢ potom interpretira
niske vrednosti kao nule, a visoke kao vrednosti razlic¢ite od nule.

Ortogonalna rotacija faktora ne menja medusobni odnos faktorskih osa, one su i dalje
ortogonalne. Ona se po tome razlikuje od neortogonalne rotacije faktora kod koje nema tog
ogranicenja, jer se faktorske ose rotiraju nezavisno jedna od druge.

Neka je T ortogonalna matrica kojom smo transformisali ocenjenu matricu faktorskih
optereéenja B. Zna¢idaje ' = BT, pri éemu je T'T = TT’ =, gde matricu I nazivamo ocenjena
matrica rotiranih faktorskih optereéenja.

Najcesée koris¢enjen analiticki metod ortogonalne rotacije faktora je Kaiserov varimax metod.
Kod njega posmatramo kvadrate elemenata matrice T u j-oj koloni. Sabirajuéi vrednosti
varijansi kod svih m faktora dobijamo sirov varimax kriterijum, a na osnovu njega dobijamo
normalan varimax kriterijum. Postupak primene varimax i drugih kriterijuma jednostavnosti
strukture je iterativan proces. lzdvojeni faktori se posmatraju po parovima i vrsi se njihova
rotacija dok se ne postigne maksimalna vrednost varimax kriterijuma za prvi par faktora. Zatim
se prvi rotirani faktor u paru sa treéim, nerotiranim faktorom, rotira do postizanja maksimuma
svih varimax kriterijuma. Postupak se ponavlja sve dok se svih m(m-1)/2 parova faktora na
navedeni nacin rotiraju. Ovaj niz rotacija se naziva ciklus. On se ponavlja sve dok se ne postigne
da su svi uglovi dobijeni za parove faktora manji od unapred izabrane vrednosti, koja
predstavlja kriterijum konvergencije.

Za rotaciju se koriste i druge metode, kao Sto je quatrimax kriterijum prema kome se kao
indikator jednostavnosti strukture uzima suma varijansi kvadrata svih elemenata matrice I'. Ova
metoda obi¢no rezultira u opStem faktoru, jer se varijansa racuna na osnovu svih elemenata
matrice faktorskih optereéenija.

Postoji i tzv. ortomax metod koji se zasniva na ponderisanom proseku sirovog varimax i
quatrimax kriterijuma i on predstavlja generalizaciju ortogonalnih kriterijuma rotacije. Posebni
slucajevi ovog kriterijuma su biquatrimax i equamax kriterijum.
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13. Interpretacija faktora

Pre nego Sto se pristupi interpretaciji faktora mora se odgovoriti na sledece pitanje: koji se od
ocenjenih elemenata matrice faktorskih optere¢enja mogu smatrati statisticki znac¢ajnim? Na
raspolaganju je nekoliko iskustvenih kriterijuma.

Prvi je proistekao iz iskustva velikog broja istraZiva¢a u primeni modela faktorske analize. Oni su
sugerisali da se svi koeficijenti faktorskih opterecenja ¢ija je apsolutna vrednost veéa od 0.30,
smatraju statisticki znacajno razli¢itim od nule. Kod veli¢ine uzorka od 50 i viSe elemenata, ovaj
kriterijum se pokazao prihvatljivim.

Drugi kriterijum je zasnovan na Cinjenici da je kod ortogonalnog modela faktorske analize,
matrica faktorskih opterecenja identi¢na matrici faktorske strukture. Kako su elementi ove
druge matrice koeficijenti korelacije promenljivih sa faktorima, tako nam njihova visoka
vrednost govori da odnosna promenljiva opredeljuje faktor sa kojim je korelisana. Zato se
testovi statisticke znacajnosti koeficijenata korelacije direktno primenjuju na elemente matrice
faktorskih opterecéenja. Tako, na primer, za t-test za testiranje hipoteze o nultoj vrednosti
koeficijenta korelacije sugeriSe, za uzorke veli¢ine 100 elemenata i na nivou znacajnosti od 5% i
1%, da se smatraju statisticki znac¢ajnim ona faktorska optereéenja Cija je apsolutna vrednost
veca od 0.19i 0.26 respektivno.

Navedeni kriterijumi u obzir ne uzimaju broj promenljivih u analizi, kao i redosled faktora ¢ija
optereéenja preispitujemo sa stanovista znacajnosti.

Postupak interpretacije faktora je sledeéi: posmatramo matricu faktorskih optereéenja po
redovima, zaokruzujemo koeficijente sa najve¢om apsolutnom vrednos$éu u prvom redu, pa
prelazimo u red ispod i tako postupamo sa svim preostalim redovima matrice. Nakon toga
proveravamo znacajnost zaokruzenih faktorskih optereéenja koris¢enjem nekog od prethodno
navedenih kriterijuma, pa podvucemo statisticki znacajna faktorska opterecenja. Idealna
situacija je kada se broj zaokruzenih i podvuéenih koeficijenata poklapa, jer tada svaka
promenljiva pripada samo jednom faktoru. Svakom faktoru potom pridruzujemo naziv, s
obzirom na strukturu faktora, tj. listu promenljivih koje su visoko korelisane sa tim faktorom.

Moguca su joS$ dva slucaja, da postoji manji broj podvuéenih od zaokruzenih koeficijenata. To
znaci da se neka od promenljivih nije pridruzila jednom od izdvojenih faktora. Tada mozemo
zanemariti datu promenljivu ili preispitati njen znacaj koristeéi njen komunalitet.

Druga situacija je da postoji veci broj statisti¢ki znacajnih faktorskih opterecenja u jednom redu.
To znaci da je promenljiva korelisana sa vise faktora, Sto otezava interpretaciju. To se najéesce
desava kada imamo nerotiranu matricu faktorskih opterecenja.
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14. Analiza grupisanja — osnovna ideja i ciljevi

Metod multivarijacione analize koji se koristi za grupisanje objekata u grupe, tako da su objekti

.....

Da bi odgovorila ovom zadatku, analiza grupisanja zahteva definisanje mere bliskosti dva
objekta na osnovu njihovih karakteristika. Osnovni zadatak analize grupisanja je nalaZzenje
prirodnog grupisanja skupa objekata ili osboa. Grupisanje objekata je zasnovano na razli¢itim
karakteristikama koje merimo kod svakog objekta. Ako smo merili dve karakteristike kod svakog
objekta, moZzemo se posluziti dijagramom rasturanja u cilju odredivanja grupa objekata. Na
njemu su objekti unutar grupe sli¢éni medusobno (tacke su bliZze jedna drugoj), a objekti u
razli¢itim grupama razliciti (tacke u prostoru su na vecoj razdaljini).

Postoji i definicija grupa na osnovu kriterijuma bliskosti, pa se prema njemu smatra da objekti u
grupi treba da budu bliZi jedni drugima, nego objektima u drugim grupama.

Pored grafickih metoda, koriste se i analiti¢ki postupci na osnovu kojih se prema skupu
formalnih pravila vrsi grupisanje objekata u grupe. Polaznu osnovu Cine podaci uredeni u
matricu podataka sa n redova (objekata) i p kolona (promenljivih). Elementi u i-om redu odnose
se na razliCite karakteristike i-og objekta i formiraju njegov profil, dok elementi u j-oj koloni
predstavljaju vrednosti j-te karakteristike koju razliciti objekti uzimaju. Na osnovu ove matrice
podataka, formiramo (m x n) matricu bliskosti Ciji elementi mere stepen sli¢nosti i razlike
izmedu svih parova profila iz matrice podataka. Ona se oznacava sa P, a njeni elementi su prs,
gdejer,s=1,2,..., n, a predstavljaju meru bliskosti izmedu r-tog i s-tog objekta.

Nakon formiranja matrice bliskosti, vrSimo izbor matrice grupisanja. Metodi grupisanja su skup
pravila pridruzivanja objekata u grupe na osnovu mere bliskosti izmedu objekata. Najcesée su
korisé¢ene hijerarhijske metode grupisanja kod kojih se u svakoj iteraciji objekti pridruzuju
prethodno formiranim grupama ili sa drugim objektom prave novu grupu. Ovakva struktura
predstavlja hijerarhijsko drvo. Hijerarhijsku strukturu moZzemo formirati udruzivanjem ili
deobom.

Ciljevi analize grupisanja su:

1. Istrazivanje podataka — otkrivamo strukturu skupa objekata na osnovu analize
grupisanja.

2. Redukcija podataka — interes je formirati manji broj grupa objekata.

3. Generisanje hipoteza — analiza grupisanja nam pomaze da definiSemo hipotezi o
strukturi podataka.

4. Predvidanje — grupe dobijene u analizi grupisanja mozemo koristiti u kasnijim
istrazivanjima u svrhe predvidanja.
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15. Hijerarhijski i nehijerarhijski metodi grupisanja

Hijerarhijski metodi

Hijerarhijski metodi grupisanja se mogu svrstati u dve grupe prema tome da li su zasnovani na
iterativnom spajanju ili deljenju grupa i objekata. U prvom metodu, od n grupa teZzimo da
napravimo jednu grupu, kod drugog se metod krece u suprotnom smeru — od jedne grupe koja
sadrzZi sve objekte teZzimo da iz iste, po odredenom kriterijumu, izdvajamo po jedan objekat ili
grupu dok se ne formira onoliko grupa koliko ima individualnih objekata.

Najéesée koris¢eni metodi grupisanja pripadaju hijerarhijskim metodama udruZivanja, a izdvaja
se metod povezivanja. Kod metode jednostrukog povezivanja polazi se od matrice odstojanja,
bira se elemenat koji je najmanji i odgovarajuéa dva objekta se udruzuju u jednu grupu. Sada se
odreduje odstojanje nove grupe od ostalih objekata. U drugoj iteraciji, ponovo biramo najmanji
element matrice — moze se desiti da su neka druga dva objekta bliza medusobno ili da je jedan
objekat bliZi ranije formiranoj grupi. U prvom slucaju se formira nova grupa, a u drugom se
element pridruzuje ranije formiranoj grupi. Postupak se nastavlja dok se svi objekti ne udruze u
jednu grupu. Ovaj metod povezuje objekte na osnovu najkraceg odstojanja izmedu njih.

Kod metode potpunog povezivanja koraci su identi¢ni kao kod metode jednostrukog
povezivanja, razlika se javlja jedino u nacinu odredivanja odstojanja izmedu grupa, jer se kod
ove metode odstojanje odreduje prema najvecem odstojanju objekata koji pripadaju dvema
grupama.

Postoji i tzv. metod prosecnog povezivanja, gde su koraci, ponovo identi¢ni, a odstojanje se
odreduje prema prosecnom odstojanju svih objekata koji pripadaju dvema grupama.

Preostala dva metoda hijerarhijskog udruzivanja su metod centroida i metod minimalne sume
kvadrata (Wardov metod). Kod metoda centroida dve grupe se udruzuju u novu ako su njihovi
centroidi najmanje udaljeni medusobno u odnosu na medusobnu udaljenost svih mogudih
parova grupa koji postoje na datom nivou. Kod Ward-ovog metoda dve grupe se spajaju u
jednu, ako je njihovim udruzivanjem doslo do najmanjeg povecanja sume kvadrata unutar
grupa u odnosu na povecanje sume kvadrata do koga je doslo udruzivanjem bilo koje dve druge

grupe.

Hijerarhijski metodi se prikazuju pomocu hijerarhijskog drveta, a ako uz njega navedemo i skalu
na kojoj su navedene vrednosti mere odstojanja u svakom koraku udruzivanja grupa, tada
dobijamo dendogram. Na osnovu njega mozemo formirati izvedenu matricu odstojanja. Ovde
koristimo i kofeneticki koeficijent koji je obican koeficijent korelacije izmedu originalnih i
izvedenih mera odstojanja.
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Nehijerarhijski metodi

Nehijerarhijski metodi dozvoljavaju premestanje objekata iz ranije formiranih grupa. Do
premestanja ¢e dodi ukoliko to sugeriSe izabrani kriterijum optimalnosti. U primeni ovih metoda
se pretpostavlja da je broj grupa unapred poznati ili ga menjamo tokom postupka grupisanja.

Postupak nehijerarhijskog grupisanja pocinje podelom skupa objekata u izabran broj grupa.
Alternativna podeli objekata je odredivanje inicijalne klice, odnosno centroida za svaku grupu.
Potom se odreduje odstojanje izmedu svakog objekta i grupe. Objekti se razmestaju u grupe
koje su najblize, nakon pridruZivanja se izracunava centroid grupe iz koje je objekat izasao i
grupe u kojoj se objekat pridruzio. Ponovo se izraCunava rastojanje od centroida grupa i vrsi se
preraspodela objekata, sve dok izabrana funkcija kriterijuma to zahteva. Najpopularniji metod
je metod k-sredina, prema kome objekat pridruzujemo grupi koja ima najbliZi centroid.
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16. Hi-kvadrat test nezavisnosti

Postupak nazvan hi-kvadrat test se upotrebljava u veéini slu¢ajeva ako se radi o kvalitativnim
podacima ili ako tim podacima distribucija znacajno odstupa od normalne. Ve¢ u pocetku treba
naglasiti da se hi-kvadrat test racuna samo s frekvencijama, pa u racun nije dopusteno unositi
nikakve merne jedinice. Osnovni podaci istrazivanja mogu biti i merne vrednosti, ali u hi-kvadrat
unose se samo njihove frekvencije.

Hi-kvadrat test je vrlo prakti¢an test koji moze posluziti onda kad Zelimo utvrditi da li neke
dobijene (opazene) frekvencije odstupaju od frekvencija koje bismo ocekivali pod odredenom
hipotezom. Kod ovog testa nekada trazimo postoji li povezanost izmedu dve varijable i on
pokazuje verovatnocu povezanosti. MoZzemo pretpostaviti da neka teorijska raspodela dobro
opisuje opazenu raspodelu frekvencija. Da bismo tu pretpostavku (hipotezu) proverili,
primenjujemo ovaj test.

Cesto Zelimo znati da li se opaZene frekvencije znacajno razlikuju od oéekivanih frekvencija. Ta
razlika se racuna se prema sledecoj formuli:

_ £N\2
ey fﬁ)

pri éemu fo znadi opazene frekvencije, a f; oekivane (teoretske) frekvencije, tj. frekvencije koje
bismo ocekivali pod nekom odredenom hipotezom. Broj stepeni slobode v definisan je kao broj
nezavisnih varijabli ukljuéenih u raunanje x°.

Nulta hipoteza (Ho) glasila bi: ,,Opazene frekvencije slede teorijsku raspodelu.”, dok bi
alternativna hipoteza (H1): ,,Opazene frekvencije ne slede teorijsku raspodelu.” Nulta hipoteza
se odbacuje za ako test znacajnosti pokazZe da su podaci nekonzistentni sa testom, odnosno za
grani¢nu vrednost testa. Znadajnost testa a je verovatnoéa odbacivanja nulte hipoteze kada je
ona istinita.
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17. Testiranje koeficijenta korelacije

Pirsonov r-test je test koji se najcesce koristi kako bi se testirao koeficijent korelacije. Sledec¢a
formula sluzi za izraCunavanje zadatog koeficijenta:

NY xy X))
VINZx? = 3()2INZy? - 2]

r =

pri ¢emu je:

r — Pirosnov (Pearson) koeficijent
N — broj opservacija

X, Y — zadate promenljive

Ovaj test se moZe upotrebiti u slucajevima kada Zelimo da otkrijemo da li postoji statisticki
znacajna razlika izmedu dve promenljive — za primer mozemo uzeti vezu izmedu starosti i
visine, temperature i prodaje sladoleda, zadovoljstva radnim mestom i zarade i sl.

Obe promenljive treba da imaju normalnu raspodelu.
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18. T-test nezavisnih uzoraka

Najéesée upotrebljavan parametarski test znacajnosti za testiranje nulte hipoteze je Studentov
t-test. Koristi se za testiranje znacajnosti razlika izmedu dve aritmeticke sredine.

Uslovi za primenu t-testa:

1. Obe varijable koje se testiraju moraju biti numericke.
2. Ukoliko je veli¢ina uzorka manja od 30 jedinica, raspored treba biti normalan ili bar
simetrican.

Za njegovo realizovanje potrebno je poznavati parametre statistickog skupa: veli¢inu uzorka (n),
standardnu devijaciju (SD), i aritmeti¢ku sredinu (X).

Nije potrebno poznavanje varijanse osnovnog skupa, pa je ovaj tip testa praktic¢niji od z — testa,
jer se testiranje hipoteze o aritmetickoj sredini osnovnog skupa najcescée odvija u uslovima kada
je varijansa osnovnog skupa nepoznata. U tim uslovima varijansu osnovnog skupa
procenjujemo na osnovu varijanse uzorka, odnosno gresku ocene aritmeticke sredine osnovnog
skupa izracunavamo na osnovu standarne devijacije uzorka po obrascu:

SD,,,

n—1

SG =

gde je n-1 stepen slobode. Pod uslovom da osnovni skup uma normalan raspored ili da je n>30,
a varijansa osnovnog skupa nije poznata, testiranje hipoteze zasniva se na statistici Studentovog
t-testa, koji se izracunava po obrascu:
Xuz - Xos

SD,,,

n—1

t =

gde je X osnovnog skupa hipoteti¢na, unapred poznata vrednost.

Ako je realizovana t-vrednost manja od granicne tabli¢ne vrednosti za odgovarajudi broj
stepena slobode i prag znacajnosti, nulta hipoteza se prihvata kao ta¢na, a odbacuje
alternativna hipoteza. Obrnuto, ako je realizovana t-vrednost jednaka ili ve¢a od grani¢ne
tabli¢ne vrednosti, za odgovarajudi broj stepena slobode i prag zna¢ajnosti, nulta hipoteza se
odbacuje kao netacna, a prihvata se alternativna hipoteza.
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19. Man-Vitnijev test

Ovaj test se primenjuje za testiranje hipoteze o jednakosti neprekidnih raspodela za obeleZja X i
Y na osnovu dva sluc¢ajna uzorka (X1,Xa, ... ,Xm) i (Y4,Y2, ... ,Yn) pri Eemu je n=m. Efikasniji je od t —
testa (0,95) kod raspodela koje su razlic¢ite od normalne i slicne efikasnosti kod normalne
raspodele, pri ¢emu je:

Ho(Fx(x) = Fy(x))
Hi(Fx(x) # Fy(x)).
Pri testiranju se formira objedinjeni uzorak sortiran u neopadaju¢em poretku.

Jedan od nacina da se izraCuna vrednost statistike U je da se saberu svi rangovi elemenata X i
svi rangovi elemenata Y. Tada se vrednost test — statistike ra¢una na osnovu jedne od ove dve
formule:

m(m+ 1)
-—
nn+1)

2

U=R,

U=—-R,+mn+

U1+U2=mn

Aproksimacija normalnom raspodelom je dobra ve¢ za m,n > 8. Ako su obimi uzoraka manji od
8, koriste se posebne tablice.
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20. Analiza varijanse (ANOVA)

Cesto je potrebno porediti i vise od dve grupe razli¢itih ispitanika (grupe razli¢itih sportista,
odeljenja u Skoli, klubova u nekom takmicenju i sl.). U takvim slucajevima koristi se statisticka
metoda poznata kao Analiza varijanse ili ANOVA (engl. Analysis of Variance). Izbor ispitanika u
grupama treba da bude sluc¢ajan i nezavisan, a varijabiliteti rezultata u populacijama analiziranih
grupa treba da budu statisticki jednaki. Rezultati grupa ispitanika treba da budu normalno
distribuirani, odnosno da ne odstupaju statisti¢ki znacajno od normalne distribucije.

Osnovna logika analize varijanse sastoji se u tome da se testira odnos varijabiliteta rezultata
izmedu grupa i varijabiliteta unutar grupa ispitanika.

Ako se analizira poloZaj nekog rezultata (X) u masi svih rezultata, moze se zakljuciti da se on
sastoji iz dve komponente:

1. Varijabiliteta unutar grupe — odstupanja u odnosu na aritmeti¢ku sredinu svoje grupe.
2. Varijabiliteta izmedu grupa - odstupanja aritmeticke sredine kojoj pripada rezultat od
zajednicke aritmeticke sredine.

U analizi varijanse vazna je tzv. suma kvadrata odstupanja rezultata od odgovarajuce
aritmeticke sredine, odnosno varijansa.

Za sve ispitanike suma kvadrata je:

n

SSp= ) (Xi = ASeer)?

i=1

Suma kvadrata unutar grupa je:

ug Z(Xlg - AS

Suma kvadrata izmedu grupa je:

2
SSpg = Z Ny (AS; — ASior)
Odnos svih suma kvadrata je:

SSp = SSpy + SSug
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Testira se nulta hipoteza Ho : ASg = AStot, 0dnosno da je varijabilitet oko zajednicke aritmeticke
sredine (MSy) statisticki jednak varijabilitetu oko aritmetickih sredina grupa (MSy). To testiranje
vrsi se F-odnosom:

_MS,
- MS,

Kada je nulta hipoteza odbacdena, tada se mozZe racunati t-testom izmedu kojih parova grupa
postoji statisticki znacajna razlika. F-odnos ili F test, ima ocekivanu vrednost 1, a vec¢a vrednost
od odredene grani¢ne vrednosti ukazuje na postojanje statisti¢ki znacajne razlike izmedu
analiziranih grupa ispitanika na posmatranoj varijabli.

U istraZzivackoj praksi se Cesto javlja potreba da se za neke grupe ispitanika testiraju razlike na
osnovu dve, pa i vise nezavisnih, faktor varijabli. Za takve analize se koristi posebna varijanta
analize varijanse koja se naziva dvofaktorska analiza varijanse (eng. Two-Way ANOVA). Tada se
testiraju tri nulte hipoteze: da razlike za prvi faktor nisu statisticki znacajne, da razlike za drugi
faktor nisu statisti¢ki znacajne i da interakcija ovih faktora nije statisti¢ki znacajna.
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