1. JedpmHuunja oapeheHor uHterpana.

- ledpuHucaTn: nogeny onceyvka ogroeapajyhy 6pojy e, notnogeny,
OnjameTap nogene

- ledmHucaTn ogpeheHn nHTerpan

- dopMysincaTn N fokasaTn TeopeMy O Be3nN HENPEeKNgHOCTU n
MHTerpabmnHocTun

OyHKUMje

OdeduHuuumja. 3a gaTty pyHKumjy y = f(x), nogeny oncedka [a,
b]

ma, bl = Ma=xo<é& < x1<6E <X 2000 € X1 €6, < Xn=D]

hemMo HasBaTu oparosapajyhoMm 6pojy € (¢ NpoM3BO/bHU Manu
no3nTtmBaH Opoj), akKO 3a CBakM nap X W x” Tadaka Koje
npunagajy UCToM oacedky [Xxi1, X;] Ba>Ku HejeagHAKOCT

| F(X) = £(X)

<&

DeduHuumja. MNopgena rfl[a, bl = rla=x'o < &1 < x'1 <&, < X'
< ... < X'p1 =€ £ X'p,=Db] ce Ha3mBa noTnoaesiom nogene 7fa, bl
= fa=Xxo< & < X1 <& < X2 £ ... < Xn1 <& < Xp,=Db], aKo cBakKa o[
Tavyaka Xo, ..., X, Npynaga ckyny tadaka {x'o, ..., X'p}, Tj. CKyn
{X'0, ..., X'p} ce pobunja Kap ce ckyny {Xo, ..., Xo} O0AAJy HeEKe
feoHe Tayke; npu TomMe cy Tauke & wn &« opabpaHe
npon3BosbHO. O4urnenHo, ako nogena 71 oarosapa 6pojy ¢
oHOa NcTom Bbpojy s ogroeapa v CcBaka nortnegena 7 nogene i

OdeduHuumja. bpoj d(m = max Ax, kK O {1, ..., n} Ha3nBa ce
AvjameTap nogene 7

ODeduHuuumja. AKo 3a bBnno KakeBy nogeny ofaceyvka [a, b] Ha
oaceyke [xi1, xi], I = 1, ..., n, y KOjo] max [xi.1, x;] = max Ax; -0
(n - ), n 33 Npon3BoJbHO N3abpaHe Taydke & Ha oacedyumma [Xi,
X;] NHTerpasnHa cyma S, Texun jeqHoj oapeheHoj BpegHoCTun S,




Taja ce Ta rpaHuW4YHa BPeaHOCT Ha3mBa ogpeheHun mHTerpan

b

I f(x)dx

d
dyHKUMje f(x) Ha oaceyky [a, b] n o3Ha4aBa
TeopemMa. AKo je PyHKUN]ja f(Xx) HenpeknagHa Ha oacedky [a, bl,
Taja je oHa Ha TOM UHTepBany n R-nHterpabunHa.

2. OcobuHe ogpeheHor uHTerpana.
e ledonHncaTn ogpeheHn nHterpan

» HaBecTun ocobuHe ogpeheHor nHTerpana

« [lokasaTu jeaHy o HaBefeHUX ocobunHa

OeduHuumnja. AKo 3a 6o KakBy nogeny oacedka [a, b] Ha
oacevke [xi1, xil, i =1, ..., n, y Kojoj max [X;.1, xi] = max Ax; -0
(n > ), n 3a Npon3BoJbHO N3abpaHe Tayvke & Ha oacevYymmMa [X;,
X;] NHTerpanHa cyma S, Texun jeaHoj oapeheHoj BpeaHoCTun S,
Taja ce Ta rpaHu4YHa BpPeOHOCT Ha3mBa oapeheHn uHTerpan

b
I f(x)dx

d
dyHKUMje f(x) Ha oaceyky [a, b] n 03HavaBa

d

[ f(0dx=0
1) ’ , Jep je KpUBOJIMHUJCKN Tpanes oaceydak 0< f(x)<
f(a) 4nja je nospwmnHa 0.

b b

IC f(x)dx= CJ’ f(x)dx

2) , C = const.
b

f(x)dx= . f(x)dx
[ =]

d

3)



4)
b

b b b
J[ £()+ £(X)+...+ £ () dx= [ fi()dx+ [ H()dx+...+ [ £, (Ddx

a

5) AKo nHTerpaHpg f(x) y uHtepsany [a, b] He Merwa 3HaK, Taaa
b

If(x)dx

a

MMa UCTU 3HaK Kao 1 f(x).
b b

I f(x)dx< Ig(X)dX

d
6) Ako f(x) < g(x) 3a cBako x[[a, b], oHAOa :
7) OueHa onpeheHor uHrterpana. Akojem = min f(x) u M =
max f(x), roe je f(x) nHTerpabunHa dyHKUMja Ha oacedky [a, b]
Tanda je

b
m(b~a) < [ f(x)dx< M(b~ a)

b b b
J’m dXSJ’ f(x)dx< J’M dx

HDoka3. I3 m < f(x) £ M, cheon
[Mpwn TOMe,

b n n
mdx=lim Y mlAx, = lim my Ax; = m(b— a)
J 2N I A

H—>°°1-_ n—- oo

n CJINYHO

b
[M dx=M(b-a)

8) TeopeMma (0 cpenH0j BpenHOCTU). AKO je pyHKUMja f(x)
HenpekungHa Ha oacedky [a, b]l, Taga nocToju Tayka & a < &
< b, 3a Kojy je




b

[ f(xdx= £(¢)(D-a)

d

9) Teopema (0 nopmenu uWHTEepBaJsa UHTerpaumje). 3a

Npou3BO/bHE TpWU Tayke a, b, C BaXW jedHaKoCT
b

c b
J’ f(X)dX:J' f(X)dX'FI f(x)dx

d

, Mon nNpeTnocTaBKOM fOa CBa
TpW NHTEerpasna nocToje.

3. TeopemMa 0 cpenHO0j BpeaHOCTU UHTerpana pyHkumje
jeaHe NnpoMeH/bUBe.

- DedmHucaTn ogpeheHn nHTerpan

- dopMynmcaTn TeopemMe 0 NPoLEHN BPeOHOCTN U 0 CpefH0j BpeaHOCTU
MHTEerpana

- KopnwherweM TeopeMe 0 npoLeHn BpeAHOCTU MHTerpasa gokasaTu
TeopeMy 0 cpefHO0j BpeaHOCTU NHTerpasna

OeduHuuumja. AKo 3a bBnno Kakey nogeny oncedvka [a, b] Ha
oacedke [xi1, xil, i =1, ..., n, y Kojoj max [X;.1, xi] = max Ax; -0
(n - ), n 33 Npon3BoJbHO N3abpaHe Tayvke & Ha oacevymma [Xi,
X;] NHTerpasnHa cyma S, TeXxun jegHoj oapeheHoj BpegHoCTun S,
Taja ce Ta rpaHM4YHa BpPeOHOCT Ha3mBa oapeheHn mHTerpan

b
I f(x)dx

dyHKumnje f(x) Ha oaceuky [a, b] n o3HavaBa ’

OueHa onpeheHor uHTerpana. Akojem = min f(x) n M =
max f(x), roe je f(x) nHTerpabmunHa dyHKUMja Ha oaceyky [a, b]
Tanda je

b
m(b~a) < [ f(x)dx< M(b~ a)



TeopeMma (o0 cpenwoj BpenHOCTU). AKO je qyHKUMja f(x)
HenpekngHa Ha oace4dky [a, b]l, Taga nocToju Tavka & a < &
< b, 3a Kojy je

b

[ f(0dx= £(¢)(D-a)

d

IHDoka3. AKo je m = min f(x) n M = max f(x), xUO[a, b], Tana Ha
ocHoBy TeopeMe O cpeaHOj BpeaHOCTHM Cjieamn

1 b b B
ms b—a{ f(x)ydxs M —a{ f(x)dx= U
» T , m<usM,.

Kako je f(x) HenpekumgHa Ha onacedky [a, b], npema Kowwu-
bosuaHoOBOj TeopemMu y3nmMa CBe BpeaHOCTU uamehy m un M, Tj.
3a HeKo ¢, a < £ < b Baxu f(&) =u, na

b

b
i [f(0dx=£E) [ F(dx= £E)b-a)
a ' Tj. a

4. TeopeMa o MoJje/iM HHTepBaJia HHTerpaIuje.

- Jedunucaru oapehenu unterpan

- dopmynucaty TeopeMy O M0Jie/ld UHTepBajia UHTerpalyje

- [okasatu TeopeMy 3a a < ¢ < b . Jloka3zatu Teopemy 3a a< b< ¢

ODeduHuumja. AKO 3a 6BnNo KakBy nogeny oacedka [a, b] Ha
oaceyke [xi1, xi], I = 1, ..., n, y KOjo] max [xi.1, x;] = max Ax; -0
(n > ), n 33 Npon3BoJbHO N3abpaHe Tayvke & Ha oacevYynMa [X;1,
Xi] UHTerpasnHa cyma S, TeXxu jegHoj oapeheHoj BpegHoOCTH S,
Taja ce Ta rpaHu4YHa BpPeOHOCT Ha3mBa oapeheHn uHTerpan

} f(x)dx

d
dyHKUMje f(x) Ha oaceyky [a, b] n o3HavaBa



Teopema (0 nopmenu uHTEpBaJsa uHTerpauuje). 3a
NpoOn3BOJ/bHE TpWU Tayke a, b, C BaXu jeoHaKoCT
b b

f(X)dX:Cf(X)dX'l' f(x)dx
[ roine] feae

d

, No4 npeTrnocTaBKkOM [a CBa
TP UHTEerpaJsa nocToje.

Hoka3. Heka je a < ¢ < b. CacTaBuMO UHTErpasiHy Ccymy 3a
byHKunjy f(x) Ha [a, b], Tako Oa je C yBEK jeAHa 04 NOAEOHUX
TayvaKa. Taga Baku

Y FE)AY = FENAG+ S F(ENDX
= =

=mtl
, Xm=~C.

Kan ce npehe Ha rpaHUYHy BpeOHOCT, Kag max Ax;-0, nobuja
ce Tpa)keHa jelHaKoCT 3a Cc/lydaja < c < b.

Heka je a < b < ¢ Ha ocHoBy Beh pgokasaHor

c b c
f(x)dx=( f(x)dx+ [ f(x)d
! X)dx { X)dx { X)dx |
, Tj.
b C C
f(x)dx=( f(x)dx—- [ f(x)dx
[ o= i

’ Mpema 3) BaXXu

b a
f(x)dx=—-[ f(x)dx
[ o]

d
, Ma ce um y O0BOM cnydajy pnobwuja

} f(X)dX:} f(X)dX'F} f(x)dx

d d



5. OcHoBHa TeopeMa audepeHuUnjasiHOr U UHTerpasiHor
payYyHa.

» ledonHMcaT NPUMUTUBHY PYHKLN]Y

* QopMyIMCaTN OCHOBHY TeopemMy aAndepeHumnjasHor 1 MHTerpaaHor
pa4vyHa

» [loka3aTunm OCHOBHY TeopeMy gudepeHumnjasHor 1 MHTerpasHor padyHa

Odedunuuumja. [MpnmntmBHa (NpBobMTHA) dyHKUKMja paTe
dyHKunje f(x), Ha3mBa ce hyHKUMja F(x) 3a KOjy je

F'(x) = f(x).

OCHOBHA TEOPEMA ONPEPEHUWJAJZIHOI PAYYHA:

(%) :f f(Hdt

Teopema. HeoapeheHn nHterpan

HenpekungHe pyHkuuje f(x) 3agoBosbaBa penaunjy @’(x) = f(x),
OLHOCHO

[ F()dY) = £(x)

’

WTO 3Ha4Yu pOa aOundepeHumparbe HeoapeheHoOr wuWHTerpasna
HenpekngHe pyHKUMje fgaje oneT Ty UCTY PYHKUNjY.

Dokas. [peMa TeopeMu 0 NoAesn MHTepBana NHTerpauuje

x+Ax X x+Ax

P(x+Ax) = J’f(t)dt:J’ f(t)dt+ J’f(t)dt



na je npupawTaj AP dpyHKUMje P(x) jegHaK

X x+Ax X
A = D(x+Ax) = D(x) = [ f(dt+ [ £(t)de~ [ (D)t

a

x+Ax
AD = J’ f(t)dt
. X
Tj.
NMpnmeHOM TeopeMe 0 CpefH0oj BpeAHOCTU NHTerpana

AD = f(&)(x+Ax—x) = f(&)Ax
, £je nsmehy x n x +Ax,

ofbaKne cnegn

AD _ f(E)Dx _ o A
A Ax = £($) ¢(x)—A1)1(r£10AX lim (<)

Ax-0

, Tj.
Kako je £ nsmehy x n x +Ax, To Kaga A x-0, é- x, na je 36or
lim £(&)=1lim £(§) = f(x)
HenpekngHoCcTn yHKunje f(x), )

LUTO 3Ha4M aa je d’'(x) = f(x).

MpemMa TeopeMn Ba)Ke jeAHAKOCTK

d* _ p _
- J’ f(H)dr = f(x) d!’ f(0)dt = f(x)dx

6. bbyTH-JlajoHnuoBa hopmyna.

e ledonHmncaTn nojMoBe HeoapeheHOor NHTerpana u NPUMNTUBHE
pyHKUVMje

» ®opmynucaTtu bbyTH-J1ajoHMUOBY TeopeMy (HanucaTn bbyTH-J1aj6HULOBY
thopmyy)

e [loka3aTun tbyTH-J1ajbHMLOBY Teopemy



(%) :f f(o)dt

DeduHnuuunja. NHTerpan

ce Ha3mBa HeogpeheHn nHTerpan pyHkyuje f(x); HeoapeheH ce
30Be 3aTO0 WTO My HUCy obe rpaHuue oapeheHe (pukcmnpane).

YMecTo Oowe rpaHmue a CMoO MOrJn y3eTu U HeKy Opyry
KOHCTaHTY a, 0odunn 6u cmo HeoapeheHn nHterpan

F(%) :f f(o)dt

I f(t)dt = C = const

d
Taga 3@ a < X < 0, Kako je )

nobujamo
If(t)dt:I f(t)dt+j f(t)dt

) Tj.
d(x) = F(x) + C,

IUTO 3HaA4YM Ja ce pas3/IMynTn HeogpeheHn uHTerpanu
ncte PyHKUMje pas3nnkyjy caMo 3a aiuTUBHY KOHCTaHTY.

OdeduHuumja. [MpnmntmBHa (NpBobMTHA) dyHKUMja paTe
dyHKunje f(x), Ha3mBa ce hyHKUMja F(x) 3a Kojy je

F'(x) = f(x).



Teopema. (BbytH - JlajbHuuoBa ¢opmysia) BpeaHocT

b
If(X)dX

oapeheHor wuHTerpana jeOHakKa je pas3nnun
BpeOHOCTU MPOU3BOJ/bHE MNPUMUTMBHE  YHKUuje  F(x)
MHTerpaHga f(x), y3eTa y ropwkhoj U OOHOj rpaHuUM paTor
NHTerpana:

b

I f(x)dx= F(b)— F(a)

d

, F'(x) = f(x).
IHoka3. Heka je F(x) npuMnTnBHa hyHKUUja UHTerpaHga f(x).
X
[ f(odt
Kako je u ’ , Takohe nNpuMMUTUBHA QYHKUMjA, Ba>u

X
I f(dt=F(x)+C
’ , 3@ HeKy KOHCTaHTy C u 3a cBako x. Ta

a
[ f(9de=F(a)+C
jedHaKoCT BaXXW 1 3a X = a, Tj. ’ , ogakne 0

fﬂmﬁ:m@—Fm)

a

= F(a) + C, C = - F(a). To 3Ha4n pa je

’

a 323 x = b pobuja ce HyTH - JlajbHuuoBa dopmyna
b b
[ f(odt=F(b)-F(a) [ f(x)dx=F(b)- F(a)

, T). ’

7. CMeHa npoMeHsbuBe y oapeheHOM uHTEerpany.
» ledonHmMcaTn nojMoBe HeoapeheHOr NHTerpaja u NPUMNTUBHE
dyHKUMje



» ®opmynucaTtu bbyTH-J1ajoHMUOBY TeopeMy (HanucaTn lbyTH-J1aj6HULOBY
thopmyy)
» I3BecTn hopMysly 3a CMeHY NPOMeH/bMBE Y ogpeheHOM nHTerpany

®(x) :f f(H)dt

OeduHuumja. IHTerpan

ce Ha3mBa HeogpeheHn nHTerpan pyHkyuje f(x); HeoapeheH ce
30Be€ 3aTO0 WTO My HUcy obe rpaHuue oapeheHe (pukcmnpane).

- YMeCcTo [ome rpaHmue a CMO MOr/uv y3eTu U HeKy Opyry
KOHCTaHTY a, 0obunm 6u cmo HeoapeheHn nHterpan

PL@:}ﬂom

I f(t)dt = C = const

a
Taga 3@ a < X < 0, Kako je ,

nobujamo
Iﬂﬂmzjﬂom+jﬂom

) Tj.
d(x) = F(x) + C,

IUTO 3HA4YM Ja ce pas3/IMynTn HeogpeheHn UuHTerpaau
ncte PyHKUMje pas3nnkyjy caMo 3a aiuTUBHY KOHCTaHTY.

OdeduHuumja. [MpnmntmBHa (NpBobMTHA) dyHKUMja paTe
dyHKUMje f(x), Ha3mBa ce pyHKUMja F(X) 3a KOjy je

F'(x) = f(x).



Teopema. (BbytH - JlajbHuuoBa ¢opmysia) BpeaHocT

b
If(X)dX

oapeheHor wuHTerpana jeOHakKa je pas3nnun
BpeOHOCTU MPOU3BOJ/bHE MNPUMUTMBHE  YHKUuje  F(x)
MHTerpaHga f(x), y3eTa y ropwkhoj U OOHOj rpaHuUM paTor
NHTerpana:

b

I f(x)dx= F(b)— F(a)

d

, F'(x) = f(x).

Ako je F(x) nmpummTmBHa QyHKUMja UHTerpaHaa f(x), Taga
BaXke jeIHaKOCTWU

X

[1(0dx=F(x)+C [ flg(Dlg'(Ddt = Fl$(D]+ C

’

onakne cnenu Tephere, jep je

} f(x)dx= F(x). = F(b) - F(a)

a

’

B
[ 160/ (0)de = FIYO)? = FIP(B)I - Fld(e)] = F(b) - F(a)

8. YonwTteHu uHTEerpasm ca 60eCKoHa4yHMM MHTEpPBaJZIOM
MHTerpaumje.

DeduvHuumja. AKO NOCTOjM KOHAYHA TFPaHUYHA BPEOHOCT

b
lim [ f(x)dx

b oo
d

, Talda Ce& OHa Ha3nBa YOlNwWTEHUM nin



HECBOjCTBEHUM WHTerpasioMm yHKUnje f(x) Ha WHTepBany wu

% b
I f(X)dX:giEIclx):[ f(x)dx

a
O3Ha4aBa Ca

Y TOM cCny4ajy KaXXemMo [a WHTerpan nocTtoju Win
KOHBeprupa. AKO nHTerpas Hema KoOHa4yHy rpaHu4Hy BpegHOCT
Kah b, Tafa Ce Ka)ke fa He NMocToju Uan ga gmeseprupa.

J’g(X)dX

TeopemMma 1. AKo 3a cBako x=2a, 0 < f(x) < g(x) n ako

}w f(x)dx

d
KOHBeprupa, Taga he KoHBeprupatun wu N Npun ToMe

je

+ 0o + 00

I f(x)dx< J'g(X)dX

a

f(x)dx

d
TeopemMma 2. AKO 3a CcBako x=a, 0 < f(x) < g(x) n ako

[ 8(x)dx

ameeprupa, gneeprupakre n



J" f(x)|dx

TeopemMa 3. AKO KOHBeprupa, koHeseprumpahe u

+Jiof(X)dX

d

~ dx
I
,a>0

}dX:mnbdX: Lom (b -1), az1
1Xa baoo1Xa 1—gb-=»

lim [~ ~1) = -1

S3aa>1 , Ma je y OBOM chayyajy
“dx .. Pdx 1

I—:hmf =

1 xT beod x' a1

1

mé(‘ﬂo
lim (b7 =1) = +oo .!X” ]

b—>00

3a0<acx<l , Na je nHTerpan ,
Tj. AuBeprupa.
Akojea =1

9 = tim (% = tim(1n A7 = lim In b= o J-if
IXa—m —1mnx\—mn—
1 1

Ma

’

avBeprupa.

9. YonuwTeHU MHTErpasu ca HeorpaHU4eHuUM
UHTEerpaHaooM.



» ledonHMCaTM yonwTEHN NHTErpasa ca HeorpaHMYeHNUM NHTErpaHLoM.
KoHBepreHumja
N AMBepreHumnja yonwTeHor nHTerpasna

ODecdumHuumja. AKo je dyHKuMja f(x) HenpekngHa Ha
NHTepBany a< x<b, a f(x) -~ « Kag X —» b, x <b, n ako nocTojun

b-¢
]gjrg ‘!f(x)dx
KOHa4yHa rpaHW4YHa BpenHOCT (¢ > 0), Taha ce Ta
rpaHM4YHa BPEeOHOCT Ha3MBa YyonwTeHW (HeCBOjCTBEHMN)
NHTerpan pyHkumnje f(x) Ha ogceyky [a, b] n o3HavaBa ca

b-¢

} f(x)dx= ]ejEHO J' f(x)dx

Taga Ka)kemMo fia yonwTeHUn MHTerpan nocToju, Tj. KOHBeprupa.
Y CynpOTHOM, aKO UHTerpas HeMa KOHa4YHy rpaHnYHy
BpPeAHOCT, OH He NoCcToju, OAHOCHO AMBeprupa

,a>0

Yax . ldx 1 ..
= = lim

o _q)= 1
[ ~Imf o = me 1=

« 3a0<acx<l ,
NHTEerpan KoHBeprupa.

1

J. dx
3 x-
- MoXe ce 3aK/by4uTM ga 3a a = 1, wuHTerpan

avBeprupa.

10. MHTerpaumja npocTux paumoHasHuX pyHKuUMja.



[Z=n|x-d+c
X—a

dX (X_a)—k+1 1
= - _kd =+ (C =
I(X a) "~ dx e P

c
J’(X—é?)k '

11. MeTtoaa napuujasiHe MHTerpauuje.
* MeTona napumnjanHe nHTerpauuje. lokas.

Heka cy u(x) n v(x) andepeHuynjabunHe pyHkumnje, Taga je
duv) =udv +vdu, T.udv =d(uv)-vdu

WHTerpaunjom neBe M p[JecHe CTpaHe nochegwer wn3pasa
nobuja ce hopmyna napunjanHe nHTerpauunje

J'udV:Id(uv)—J'Vdu O IudVZ uv—Ivdu

12. UHTerpauuja pyHkumja odnuka R(sin x,cos x) , R -
pauuoHanHa pyHKuUMja

« ONwWTK CNy4aj CMEHe MNMpu padvyHarwy MHTEerpana 3a pyHkumje R(sin x,cos
X),roejeR

paunoHanHa PyHKLMja

* HaBeCTu cMeHe Koje ce KopucTe y crneumnjasHnuM cryvajeBmnma
WHTerpaunje yHkKuKnja

obnunka R(sin x,cos x) , R je paumoHanHa yHKUMja

R(sin x,cos x)

Teopema. NIHTerpan TpaHchopMuLLe ce y MHTerpan
t—tgf
. 2
paunoHanHe PyHKUMje CMEeHOM
Ilokas. Kopuiwherem TPUTOHOMETPUjCKNX dopmyna
2tg X
2

. X X X L, X
sin x = 2sm5c055=2tg—cos - =

X
1+tg25 sin x=



X
sin? > cos? +sin? .
X
1+tg2—:1+ 2 = 2 =
2 , X , X , X
cos” — cos”~ — cos” —
o 2 2 2
(jep je ).
X
g’ —
» X ., X 1 & 2
COS X = COS E—sm E: - - ,
X —
1+tg> = 1+tg’ =~ cos x=
5 5 . 1+¢
. ) Tj.
_ dx= ! dt
Xx=2arctg t 1+ ¢
- 36or , BaXU :
2t 1-t*[H 2
J'R(sin X, C0S X)dx = J'RH , ] dt
H+e 1+ 0+
Hakne, , WHTerpaHg je

paunoHanHa yHKuUmMja op t.

R(sin x,cos x)
NHTerpann CI'IELI,I/IjaJ'IHI/I CJ'Iy‘-IajeBI/I (pyHKLI,I/Ija , ce

MOry jelHOCTaBHMje peLnTn ApyruMm CMeHaMma:

R(sin x)cos xdx
1. MHTerpan obnuka ce HajjegHoCTaBHuUje
pewaBa CMeHOM sin x = t, cos x dx = dt, Koja gaTtu
J’R(t)dt
MHTEerpan cBOAU Ha
J' R(cos x)sin xdx

2. Cnn4Ho, wHTerpan ce MOXXe pelwlaBaTu
CMEHOM CO0S X = t, sin x dx = dt, ynme ce cBOAM Ha
IR(t)dt

J'R(tg x)dx
3. 3a uHTerpasn obnauvka norogHa je cMeHa tgx =t,
dt
R(t
j ()1+t2

, KOjJOM Ce CcBOAW Ha :
4. CMeHa tg x = t, ce KOpUCTKU M y CJy4ajeBuMa Kapg ce

dyHKUMje sin X N COS X NojaBJ/byjy Ca MAapHUM CTeneHnma y
R(sin x,cos x)
MHTEerpaHay



13. MeTtona cMeHe y HeoapeheHOM uHTerpany.
MeToza cmeHe y HeogpeljeHOM vHTerpany. JJokas.

RxJac+ Bl

WHTerpaiyja upauyoHaaHUX GyHKI[Hja 00/MKa u

If(X)dX
AKo ce npu oapehuBarby MHTErpana HEe MO)Xe JlaKo
Hakn NpUMUTUBHA (PYyHKUMja, @ 3HAMO Oa NOCTOjU MOXXe ce

NPUMEHNTN MeToda CcMeHe x = ¢(t), roe ¢(t) mopa 6uTn
HenpekngHa n gugepeHumjabunHa yHKUMja 3a Kojy je ¢ '(t) #
0 n Koja nMa CBOjy MHBeP3HY PYHKLUMjY. Y TOM cniyydajy he butun
dx=¢ '(t)dt, na

[ {(dx= [ (019’ (Dat

(I f(X)dX) x= f(x)
IOoka3. Taga je nu3BoA NeBe CTpaHe: :

d 1

(=970 dx $0)
N3Bon necHe cTpaHe: 360r ) je

r oo et « = =g apom 0L = nocon O = 1601 = 109

_d
dt

1. MHTerpaumja npaumoHanHux dyHKLUWja obnnka



RixJJox+ | t=ox+p

CBOAM Ce CMeHaMa Ha WHTerpane
paumoHanHNX PyHKLNja.

[RGx X7, X% dx

2. Heka je y wuHTerpany , k HajMamWu
3ajeHNYKN MMeHnnay
pa3fioMaka m/n, ..., r/s, Taga ce cMeHoM X = tK MHTerpaHpg

TpaHcopMULLE Y paLMoHaNHy MyHKUN]Y.

14. MeTtona cMeHe y HeoapeheHOM uHTEerpany.
* Metoga cmeHe y HeozipeljeHOM HHTerpany. [Jokas.

Rk » ax+b
’I\lax+,8

e UHTerpauyja uparyioHa IHUX GYHKIHMja 00/MKa

If(X)dX
AKO ce npwu oppehuBarby MHTerpasna He MOXXe Jlako
Hakn NMpUMUTUBHaA (PYHKUMja, @ 3HAMO Oa MNOCTOjU MOXXe ce
NPUMEHNTN MeToda CcMeHe x = ¢(t), roe ¢(t) mopa 6uTn

HenpekuaHa n audepeHumnjabunHa gyHKUNMja 3a Kojy je ¢ '(t) #
0 n Koja nMa CBOjy MHBepP3HY DYHKUMjY. Y TOM cnydajy he butu
dx=¢ '(t)dt, na

[ {(dx= [ (019’ (D dt

(I f(X)d)a x = f(x)
IOoka3. Taga je nu3BoA NeBe CTpaHe: :




de 1

t=¢7(0 dx ¢'()
N3Boa necHe cTpaHe: 36or ) je

dt 1
f (Odt|— = "t)—— = f = f
[ ngcom 0al . = ngow'o - = Ago1 = v

R ax+b
EX’V ax+,8E

I oo e ==

NHTerpaumja wnpaumoHanHux QyHKumnja obnunka

=, ax+b
\/ax+ﬁ
cBoaoMm ce cMeHaMa Ha WHTerpase paumnmoHaNIHNX
dyHKUM]ja.

16. N3pauyHaBawe Ay>XXUHe JsiyKa KpuBe.
- Hanncatn popmyny 3a n3padvyHaBare Oy>XXUHEe NyKa KpuBee y
=f(x),afx£EDb
- [loka3 - nssohemwe hopmyne

Hanucatn dopmyny 3a padyHarwe JiyKa KpuBe 3adaTe
napamMeTapcku

3a peo As nyka kpuBe y = f(x) nsmehy Tavaka M(x, y) u
Mi(x+L0x, y+Ay) Baxu

JO? + (Ay)? < As<J(A9? + (dy)? + (dy - By)

’

V&Y’ +(4y)°

roe je OYy>XXWNHa oacedyka MM,.



AKo je f(x) HenpekuaHo aundepeHunjabmnnHa dyHKUWK]a,
OH[la Ce MOXXe NoKasaTu, y3 NpeTrnocTaBky aa je Ax>0, pa je

BB
Ax X Ax

jep je 3a aundepeHuunjabmnHe dyHkunje dy - Ay = o(Ax).
NMpenackom Ha rpaHu4YHe BpeaHocTn aobuja ce

A d
lim 1+%EZ < lim —Ss lim 1+%EZ’ & = o(Ax)
Ax - 0 Ax -0 /Ax Dx-0 X
@ _ | Bl ds = [1+HB¥Hax
dx Odx OdxO
Tj. :

3HauM ,

NMpema TOMe ako ce dQopmMupajy oparosapajyhke
NHTerpasHe cyme, gobunja ce ga je ay>xuHa nyka Kpmee y = f(x)
Hag ogacedkom xO[a, b] jeoHaka BpenoHocTu oapeheHor
NHTerpana

-« AKO je jegHayMHa KpuBe paTa Yy MapamMeTapckoMm ob6aumky
x=¢@), y=¢(©, oastsp,

Tafja Cce OyXWHa JNyKa paTte Kpuee
padyHa nomohky nHTErpana

B 1
_ of ,
=] 1+Eﬁ7t)§ Pod

, Tj.

= [N "l d

o



17. NspauyHaBawke 3anpeMuHe poTaluMOHOr Tena.

* Hanncatun cpopMyny 3a nspadyHaBame 3anpeMuHe tena Vx nobunjeHor
poTauujom

oko Ox oce

» 13BOhere hopmyne 3a 3anpemMnHy Vx potaymoHor Tena

e Hanucatun cpopmyny 3a nspadvyyHaBame 3anpeMmuHe Tena Vy nobujeHor
poTauunjom

oko Oy oce

Ako je Q Teno o6bpasoBaHo poTauumjom oKo oce Ox
KPUBOJIMHUJCKOI Tparne3sa OorpaHn4YeHor KpMeoM y = f(x), oCOM
Ox n nNpaBaMa X = a, X = b, oHOa je NonNpevyHn npecek Kpyr
4yuja je NOBPLINHA

P =1 f(x)]*= my
na ke werosa 3anpemMunHa 6uTn

V:nb f(X)ZdX:ﬂbyZdX
Jleeol*ax=nf

- AKO je Q Heko (TpoAMMEH3MOHO) Tesi0 3a KOoje HaM je
no3HaTa MoBpLWMHA  CBakKor  rnpeceka ca paBHMUMa
OpTOroHasHMUM Ha ocy Ox, Taga he Ta NoBpLUMHA 3aBUCUTKU 0L,
noJsioXKaja npecevyHe paBHU, Tj. oa x, P = P(x).

AKO MOCTaBMMO PaBHU X = Xo = a, X = X1, X =X2, ... , X = Xp
= b, rge je xo < X1 < X2 < ...< Xp, Tafla CMO TeNo Q pasnoxXunnun
Ha CJlojeBe KOju npefcTaB/bajy T3B. eleMeHTapHe uwaunHape,
4YuMja je 3anpemMunHa



roe je noBpwwuHa nonpevyHor npeceka P(&) ocHoBa uvnunHapa,
a Axy eroBsa BUCUHA.

3anpemMunHa CBUX OBUX UnanHaapa he butn

’

a rpaHM4YHa BPeaHOCT UHTEerpasiHe CymMe Kag n-o, Tj. Kad max
Axx — 0, YKONIMKO NOCTOju, NpeacTaB/ba 3anpeMuHy gaTor tena
Q

18. N3payyHaBawe NOBpPLUMHE POTaLMOHEe NOBPLUM.

e Hanncatun popMyny 3a n3padvyHaBame rnospLunHe nospwmn Px nobujeHe
poTaLnjom

oko Ox oce

» 13BOhere popmMynie 3a NOBPLUMHY Px poTaunoHe NoBpLUn

e Hanncatun cpopMyny 3a n3padvyHaBare noBpLunHe nospwun Py nobujeHe
poTaLnjom

okKo Oy oce

- Heka je paTta nosplw obpa3oBaHa poTauujoMm Kpumsee y = f(x)
OKo oce Ox n Heka je f(x) HenpekmgHa u aOundepeHuujanHa
pyHKLUMja y CBMM TaykaMa ofceyka [a, bl.

- CBaka TeTuBa nykKa Asy, k=1, ..., n npun poTtauunjn obpasyje
KOHYCHY MOBpPLU 4YMja je noBpLInHa ,
- rpeje :

- [lpema JlarpaH»xeBoj TeopeMu
Ay, _ f(x,) - f(x,-)

Ax, X T Xp

= f'(§y) X1 SE S X

[ )
’

[l Fez 2 AP, =22 Tk 1+( (&))" Ihx
. As, = 1+( f(fk)) [Ax, K 2 k K
- naje , :

« @ YKynHa noBpLUMHa poTauumoHe MnOoBpLUM M3payyHaTa Ha
OBaj HA4YMH je

P, =1y (£(x,) + FxONLH [FE) B,

- [lpenackoM Ha rpaHn4yHy BpegHocT aobuja ce



P= lm niz(f(fk)) 1+(£'(&,))° hx,

pP= 2nj’ FN1+( F1(x) dx

. T

19. NecdmHnumnja un ocobuHe OBOjHOr MHTErpana.
» ledonHMUMja OBOJHOr UHTerpasa. FeoMeTpunjcko TyMadere
» HaBecTun ocobuHe ABOjHOr MHTerpana

e [lokasaTu jeaHy on ocobmnHa ABOjHOr MHTEerpasna

DedumHuumja. Heka je f(x, y) (HenpekmpHa) QyHKuUMja VY
3aTBOPEHO] NPOCTO noBe3aHo] obnactmh D ”n Heka je D Ha
Npon3BO/baH Ha4YMH NoJes/beHa Ha eneMmeHTapHe obnactu Ag,
A0y, ..., AO,. AKO MOCTOjU rpaHNYHa BPeaHOCT UHTEerpasHe cyme
V, Kaga Hajpehn npeyvyHmK esieMeHTapHUX obslacTu TexXum Ka
Hynn (o3Haka d(Aoy)), Taga ce Ta rpaHMYHa BPeaHOCT Ha3uBa
OBOjHUM uHTerpanom ¢dyHkynje f(x, y) Ha obnactm D wu
O3Ha4vaBa

m(P“:)X (P8O, = [[ ((Pdo

OCHOBHA CBOJCTBA ABOJHOI UHTEIPAJIA

1) AKO je dyHKuunja fi(x, y), (X, y),....fm(X, y) HenpeknaoHa y
3aTBOPEHOj MPOCTO noBe3aHoj obnactm D

H[ £, (P)+..+ £, (P)do = [[ f(P)do +..+ [ £, (P)do,

D

roe je fi(P) = fi(x, y)

2) AKO je oyHKUMja f(P) HenpekuaHa y obnactn D Tj. Q, Taga je
JIC Of(P)do = CJ'I f(P)do (c = const.),



3) AKO HenpekmaHa dyHKUuja f(P) y obnactn D He Mera 3HakK,
Hf(P)dU

. D
Tajga je

i f(P)Ao, 20
Ioka3: Heka je f(P) = 0. Tapa je ) . Kako je dhyHKUNMja
f(P) HenpekngHa W TrpaHMYHE BPEOHOCTU OBUX CyMa CYy
HeHeraTUBHM.

4) AKo je D = D; O D;, rope nogobnactm D; n D, HeMajy
3ajeHOYKMX Ta4vaka, Taja je
[[ f(P)do = [[ f(P)do + [ f(P)do

’

5) TeopeMa (0 NpoueHU BPeaAHOCTU ABOjHOIr UHTerpana).
AKO cy m nu M HajMawa, OOHOCHO HajBeha BpenHOCT
byHKkunje f(P) y obnactn D, a S(D) noBpwmnHa obnactn D,
Taja je

mS(D) < [ f(P)do < MS(D)

6) TeopeMma (0 cpenHO0j BPeOHOCTU ABOjHOr MHTEerpana).
Ako je f(P) = f(x, y) HenpekngHa ¢GyHKUMja Y 3aTBOPEHO]
obnactm D paBHM Oxy, Taga NOCTOjU YHyTpallka Tayka
P = B(&,n)

obnactu D TakBa aa je
[[ {(Pydo = £(P)S(D) = £(&,m([do

20. echbmHMuMja n OCODMHE TPOjHOr MHTErpana.

* NepuHnumMja TpojHOr nHTerpana. JedpuHnumja n - AUMEH3NOHOr
NHTerpana

» HaBecTun ocobuHe TpojHOr nHTerpana

» [loka3aTun jeaHy og ocobuHa TPOjHOr MHTerpanaa

DeduHuumja. Heka je f(x, y, z) (HenpekngHa) pyHKUMja Yy
3aTBOPEHO] NPOCTO nMoBe3aHo] obnactm Q Koja je Ha
Npon3Bo/baH HauYMH MoAesbeHa Ha eneMeHTapHe obnactu Awx.
N3abepumo npoumsBo/bHEe Tadke Py O Awx M  03HAYMMO
oarosapajyke BpenHocTn gate dyHKuunje ca f(Py), k = 1, ..., n.




> 1R,
AKO MoCTOju rpaHMYHa BpeaHOCT cyMme Kaga Hajsehn
NPeYHUK enemMeHTapHux obnactm Aw. Takohe Texum Hynu (Tj.
n-o) Taga ce Ta rpaHW4yHa Bpe4HOCT Ha3MBa TPOjHU NHTerparn
dyHkumnje f(x, y, z) no obnactm Q n o3Ha4yaBa ce

J= Hﬁé' [ f(Pdw

n-onMeH3NOoOHN NHTEIpall

(kapa je W npocTto noBe3aHa 3aTBOpeHa N-ANMEH3MNOHA
obnacT)

1. AKOo je dyHKuwnja fi(x, y, z2), fL(x, y, 2),...., fa(x, y, 2))
HenpeknagHa y TpoAuMeH3MOoHoj obnacTtn Q, Tana je

m[ £, (P)+..+ £, (P) dw = [[[ f: Pydew+ ...+ [[[ £,, (P)de,

roeje fi(P) = filx,y, z),i=1, .., m.

2. AKo je cbyHKuwmja f(P) HenpekngHa y obnactn D Tj. , Taga
je

L[IC Of(P)dw = CJ]] f(P)dow (c = const.),

3. AKO HenpekugHa ¢dyHkunja f(P) y obnactm Q, He Mema
3HaK, Taja je WCTor 3Haka Kao u f(P).

n

Z £(P)Aw, =0

Hoka3: Heka je f(P) = 0. Tapma je B . Kako je
dyHKuUnja f(P) HenpekugHa W rpaHNYHEe BPEeOHOCTU OBUX
CyMa Cy HEHeraTUBHMN.



4. Ako je Q = Q; O Q,, roe nogobnactm Q; n Q, HeMajy
3ajeHOYKUNX Tavaka, Taja je

J!J' f(P)dw= J;J’I f(P)dw + Q’J’ £(P)dw

5. TeopeMa (o NnPoLueHun BPeAHOCTHU TPOjHOr
m=min f(P) M =max f(P)
. POQ POQ
UHTerpana). Ako je 7 , a V(Q)
3anpeMunHa TpoanMeH3noHe obnactu, Taga je

mV(Q) < .U:I f(P)ydws MV(Q)

6. TeopeMa (o cpenmoj BPeAHOCTH TPOjHOr
MHTerpana). Ako je f(P) = f(x, y, z) HenpekugHa
hyHKUMja Yy 3aTBOPEHO] TPOANMEH3NOHO] obnacTn Q, Tada

. P[I:PD(fyrl)Z)
MOCTOjU YHYTpalWHa Tayka obnactn Q TakBa

naje

[[[f(Pdw= F(PYIVQ) = £(&.n.0)ffdav

21. CeBohere ABOJjHOr Ha ABOCTPYKMU UHTErpan.

» ledonHMUMja OBOJHOI MHTerpana.

« CBOhewe OBOjHOr Ha ABOCTPYKM MHTErpasn 3a npaBoyraoHy obnacTt
» CBOhere ABOjHOr Ha ABOCTPYKM UHTErpana 3a npomM3BOJbHY NPOCTO
nosesaHy obnacTt

DeduHuumja. Heka je f(x, y) (HenpekmpaHa) QyHKUMja VY
3aTBOPEHO] NPOCTO noBe3aHo] obnacth D n Heka je D Ha
Npon3BO/baH HAa4YMH NoJes/beHa Ha enleMeHTapHe obnactu Aa,
Aoy, ..., Ao,. AKO MOCTOjU FpaHNUYHa BPeAHOCT UHTErpasHe cyme
V, Kaga Hajpehn npevyHuK enemeHTapHux obnactm Texu Ka
Hynn (o3Haka d(Aoy)), Taga ce Ta rpaHU4YHa BPeOHOCT Ha3uBa
OBOjHUM WHTerpasom ¢dyHkuunje f(x, y) Ha obnactm D wu
O3Ha4vaBa




D={(X, y:asxs<bc<ys< d}
Heka je o6bnact D npaBoyraoHuK )

NOKPUBEH MPaBOYraoHOM TMPAaBOJIMHUNJCKOM MPEXOM X, Yy =
const, Tako AOa je NoBpLWKMHa enemMeHTa Te obnactn Ao = AxAy,

ofakKJne je, Npu npenacky Ha rpaHnYyHy BpegHocT do = dxdy.

Kako OBOjHU MHTEerpasn reoMeTpujcku npencrassba 3arnpemMuHy
LUINHOPUYHOI Tena 4nje cy ocHoBe obnact Dy paBHU OXy n
nospw z = f(x, y), MHTerpauunja ce cacToju y ToMe Oa Tadka
P(x, y) npohe Kpo3 cBe Tauke obnactn D. To ce MOXXe ypaanuTu
TakoO Oa ce MNMpMBpPEMEHO cMaTpa Aa je x = const.,, Tako AOa
nHTerpaHa f(x, y) 3aBucm camo og y, na je

J’f(x,y)dy= F(x)

NOBPLUMHA KPUBOJIMHUJCKOI Tpanes3a P:P.M,M; npn 4emy je x
napameTap, a P(x, y) nponasn Kpo3 CBe Tayke oacevka PiP..

AKO nycTnMmo ga oacedvak PP, nposa3n TpaHCNaTOPHO KPO3 CBEe
Tayke obnactm D, KpMBOAUHU]CKN Tpane3 ke npokn Kpo3 cee
Tayke nocMaTpaHoOr UUanHgpu4Hor tena, na

b d

V:j'F(X)dX V=}% f(x, y)dy%’x ﬂ' f(x, y)dXdy:IdXI f(x, ydy

D a

, TJ. , Jakne, ,
roe je Ha OeCcHOj CTpaHu u3pa3a T3B. ABOCTPYKU UHTErparl,
OOHOCHO Ha ABa 0bu4Ha MHTerpana pyHKUnje jeaHe
NPOMEHJbMBE

Y nHTerpany no npaBoyraoHoj o6sactn D MoXe ce U3MEHUTH
nopenak MHTerpauunje (pnkcnparbem rnpoMeHs/buBe y), npwu
4yeMy rpaHuLe NHTerpaunje octajy Hem3MereHe:

b d d b

[ &x[ £(x ndy= [ dyf £(x ydx

22. CBohewe TPOjHOr Ha TPOCTPYKMU UHTErpan.



» ledbnHMumMja TpojHOr UHTerpana. lednHnumja n - AUMEH3NOHOr
WHTerpana
» CBOheme TPojHOr nHTEerpasa Ha TPOCTPYKMU

DeduHuumja. Heka je f(x, y, z) (HenpekngHa) PyHKUNja Y
3aTBOPEHOj NpoCcTO nMnoBe3aHoj obnactm Q Koja je Ha
NPOM3BO/baH Ha4YMH NodesbeHa Ha efieMeHTapHe obnactn Aw.
N3abepnmo npousBos/bHE Tayke Py O Aw W 03HA4YMMO
oanroBapajyke BpeoHocTn gate pyHKumje ca f(P«), k =1, ..., n.

n

; f(P)Aw,
AKO MoCTOju rpaHMYHa BPeaHOCT cyMe Kaga Hajsehn
NPEeYHUK enemMeHTapHux obnactm Aw. Takohe Texum Hynu (Tj.
n ) Tada ce Ta rpaHWYHa BPeOHOCT Ha3uBa TPOjHUN UHTerpan

dyHKumnje f(x, y, z) no obnactm Q n o3Ha4yaBa ce

n

Hm((ndg.?;k )20 (PR, = J;.)U f(P)dw

n-onMeH3NOoHN NHTErpall

(kapa je W npocTo noBe3aHa 3aTBOPEHa N-AUMEH3MOHa
obnacT)

TpoAnMeH3MoHY npocTonoBe3aHy obnact Q y npoctopy Oxyz
NesiMMO Ha eneMeHTapHe o06/acTy HU30M paBHU MapanesiHuX
KOOPAWHATHUM paBHMMA Tako Aa UM je 3anpeMnHa Aw =

AxAyAz, a Nnpun Npenacky Ha rpaHUYHy BpeaHocT dw = dxdydz.

MpeTnocTaBMMO pJda je Q 3aTBOpeHa TPOAMMEH3MOHa
obnacTt 4mjy rpaHuuy (S) npaBe napanenHe KOOPAUHATHUM
oCaMa CeKy HajBulle y IBEMa TadkaMma.

[Mpouec nHTerpauuje ce cacToju y Tome ga Tadka M(x, y,
z) npohe Kpo3 cBe Ta4vke obnactn Q. NMpeo hemMo oko obnactn Q
onucaTu LWIUHAOPUYHN omMoTau ca reHepaTpucama
OPTOroHasIHUM Ha jeOHY KOOpAWHATHY paBaH, Ha np. Oxy. OH
nceua y Toj paBHuU obnacTt D, 4mja je KOHTypa (L') npojekumnja



noavpHe kpuse (L) ymnuHapu4Hor omoTada U Tena Q. Kpuea
(L) menn noBpw (S) Ha OOHKWM WU TFOpPHN A0 Ha KojuMma je
NpOMeH/bMNBaA Z jeOQHO3Ha4Ha HenpekngHa dyHKUNja
HEe3aBUCHUX MPOMEHJbBUBUX X U V:

z=2z1x,Yy), z=2z(x,y), (x,y)OD,

_ Q={(x%2:(x»0D, z(x)) <25 2,(x )
Tj.
AKO NpBO CMaTpaMoO fa Cy X U ¥y KOHCTaAHTHe, Hajnpe ce BpLUMK
MHTerpaunja QyHkumje f(x, y, z) [y oacedka MiM,,
MPOMEH/bUBE LOYXWUHE, 4YUju Ce rpajeBu Hanase Ha [OOHEM,
OOHOCHO ropwem geny nospu (S). Tako ce nobuja
z(x%,¥)

F(x y) = J’f(X,y,Z)dZ

2 (x,5)

Kag Tadka P(x, y, 0) (npojekunja Tavyke M(x, y, z)) npohe Kpo3
cBe Tauyke obnactm D, oacedak M;M, he npokun Kpo3 cBe Tayke
Tena Q. 3aTo0 je

zy (% ¥)

J’J'I f(x, y, z)dxdydz = IJ’F(X, y)dxdy = J'IdXdy I f(x, y,2) dz

D z; (% )

. D={(xy):a<x<h ¢, (< y<P,(x) .
AKo je , OHOa je

b 920 z(xp)

f(x, y, z2)dxdydz = [ dx dy [ f(x,y52dz
!l AR,

’

roe je Ha OeCHOj CTpaHu T3B. TPOCTPYKU NHTerparn.



23. CMeHa NpOMEeH/bUBUX Y ABOjHOM uUHTerpany. NonapHe
KoopAauHaTe.

e ONwTK CNlyyaj CMeHe y ABOjHOM UHTerpany

e CneumnjanHm cnyyaj CMeHe y ABOjJHOM MHTerpany: rnoslapHe KoopanHaTe

onwTn Ciny4A] TPAHC®OPMALUJE MPOMEHJBUBUX VYV
ABOJHOM UHTEIrPANYy

AKO yMmecTo [lekapToBMX KooOpAWHATa X, y yBeOoeMo HoBe
MPOMEHJ/bUBE U, V KOje Cy Ca X U y Be3aHe OaTuM pesiaunjama

x = x(u, v),y =yu, v),

roe cy x = x(u, v) m y = y(u, v) HenpekungHe u
IndepeHunjanHe dyHKUMje y HeKoj o6nacTn D' npoMeH/bUBUX
u wn v, Tagpa @gpaty obnact D y paBHM MNOKPMBaAMO
KPUBOJIMHUJCKOM MPEXOM KoOja He Mopa buTm opToroHasHa, a
KpO3 CBakKy Taudky obnactm D nponasu camo no jegHa JMHWja
ol CBakKe rnopoguue KpmBux u = const, v = const (npu 4emy ce
AOonyLwTa KOHAa4YHO MHOIo ny3eTaka).

OndepeHumparbeM ropwunx jeaHakocTn gobuja ce

dx= x,du+ x,dv [ax0) [k, x, [TdulC
O, O M
dy=y,du+ y,dv . E‘ﬂ}’% Va J’VDI}M%
, T]. .
Y KBagpaTHOj MaTpuum cy pyHKUuje og u n v, a oarosapa joj
pyHKUMOHaNHa OeTepMMHAHTa, KOja ce 30Be JakobujaH

X, X

\4

Yo W

;=99 _
d(u, v)

Mpn Tome Je KoeuumnjeHT gedopmauumje npun npecsinkaBamy

(X).Y) - (U)V) .
,roe ce D npecnnkasa y D. lakne

dxdy = JCdudyv,

na je, y3 npetnoctaBky naje/#0



H f(x, y)dxdy = H f(x(u,v), W(u,v)|J| dudv

TPAHC®OPMALINJA OEKAPTOBUX y NMOJIAPHE
KOOPAOAWUHATE

[[ 06 sy

D

Y OBOjHOM MHTErpany IlekapToBe KoopAauHaTe X, y
Tayke P 3aMeryjeMo noslapHum p, ¢ nomohy cnegekhunx sesa
X = pCOSQ, y = psing .
OpaTtne pobunjamo pa je
dx=cos¢ dp— psin ¢ dp
dy =sin ¢ dp + p cos ¢ do

[x(]  [Gos¢ — psin ¢HPLC
wH Bing  peose Hawk

naje
cos¢ —psing .
=| =p(cosz¢+smz¢)=p
singg pcos¢
’
do = dxdy = p dp d¢
a eNleMeHT NoBpLUNHE je . Ha ocHoBy TOra je

[[ f(x ydxdy = [[ f(pcos¢, psin p)pdpdp = ([ £ (p,$)p dp d¢

D

24. CMeHa NpOMEeH/bUBUX Y TPOJHOM UHTErpany.
LunmHapuiHe KoopauHaTe.



* ONwTK CNy4aj CMeHe y TPOjHOM UHTerpany
» CneywnjanHm cnyyaj CMeHe y TPOjHOM UHTerpany: LNanHapu4dHe
KoopAauHaTe

onwuTn CnvyyA) TPAHC®OPMALIUJE NMPOMEHJBUBUX VY
TPOJHOM UHTEIPANY

AKO ymMecTo [lekapToBuX KoopAwuHaTa X, y, Z yBegemo
HOBE NMPOMEHJ/bUBE U,V,W NPEKO penauynja

x=x(u,v,w), y=y(u,v,w), z=2z(u,v,w),

roe cy x = x(u, v, w), y =y, v, w), z=2z(u, v w
HenpekngHe n gudepeHunjasiHe QyHKUMjEe no u, v, w Yy
obnactn Q'={(u, v, w)}, Tapa je

dx= x,du + x,dv+ x dw OixO [k, x, x,00duC

U ad,

dy=y,du+ ydv+ y, dw ﬁjygz E}Vu Y Ywrrfvp

dz=z,du+ zdv+ z,dw HizH B, z, oz, H3wE
, Tj.

KBagpaTHa MaTpuua je MaTpuua TpaHchopmMaumje
NPOMEH/bUBUX, @ HEHA OeTepMUHAHTA je (PYHKUMOHANIHA U
30Be ce JakobujaH

KoedunumjeHT gedopmaumnje TpoanmeHsnoHe obnactu je JO na
je

dw =dxdydz = JM™udvdw, a Y3 NpeTnocTaBKy Aa
je J#0,

[JJ £ 3 2)dxdydz = [[[ £ (u, v, w)| J| dudvdw

£ (v, w) = f]x(u, v, w), W, v, W), Zu, v, W]
roe je :

TPOJHU UHTEIPAN y UNJIVNHOAPCKUM
KOOPOVUHATAMA




Heka je maTa paBaH a M y wOj Tadka O u nonyoca OL.
[Mono>xaj nNponsBoJbHE Tayke M y TPOOANMEH3NOHOM MPOCTOPY,
Yymja je npojekumja Ha OaTy paBaH Tadka P, je jeaHO3Ha4HOo
oapeheH pacTtojarbem p = OP, yrnom ¢ = O(OL, OP) n oace4kom
z = PM. lNpwn ToMe je

O<p<sow, 0<¢<25 -0 < Z < 00,

OBO Ccy UMNNHOAPCKe KoopauHaTe Tavyke M. Kpo3 CBakKy Tauky
npocTopa, OCUM KOOpPAMHATHOI Mo4yeTKa npoJsiase no Tpu

KOOpOMHATHE noBpwu: p = const (KPpyXHW UUAMHOPU Ca
N3BOOHWLOM HOpPMaJIHOM Ha p[aTy paBaH a), ¢ =const
(monypaBHM HOpMaJsiIHe Ha [nOaTy paBaH o, KoOje cajpxe
nonynpaBy ca Mno4YeTKoM Yy Taykm O), z = const (paBHU
napanenHe 0aToj paBHM a)

[MocTaBuMO [lekapToB KoopAMHATHU cuctemM Oxyz TakKo fga ce
paBaH OXy noknana ca paBHU a, a Ox ca nonyocom OL. Tapa je

X = p COSQ, y = psing, zZ =z,

p=d2+ 7 ¢:arctgf
OAHOCHO , , zZ = Z.

AKO Yy TPOjHOM MHTerpasay saMeHnMo [lekapToBe KoopauHaTe
LUWINHOAPCKUM, OHAaA je :

[dx(] [Gos¢ —psin¢ 00HpC
AERn g poosh OpIgL

BzH B0 0 1HEZE
, ofakne

N3 Tora cnean dw=dxdydz = pdp d¢ dz, a 3a TpojHU
nHTerpan ce gobuja



III f(x, y, z)dxdydz = LU f(pcos@, psin @, z) pdo dp dz

Mpn ToOMe ncTta obnacT nipa>keHa NPeKo NMPOMEHJbUBKUX X, Y, Z
je 03HavyeHa ca Q, a u3pakeHa Npeko p, ¢, zca Q.

25. CMeHa NnpoMeHbUBUX Y TPOjHOM uHTerpany. CdepHe
KoopAauHaTe.

* ONwTK CcNy4aj CMeHe y TPOjHOM UHTerpany

» CnevywnjasnHm cnyyaj CMeHe y TPOjJHOM NHTerpany: cepHe KoopanHaTte

onuwTtn Cny4yA] TPAHC®OPMALUJE MPOMEHJBUBUX VYV
TPOJHOM UHTEIrPANY

AKO ymecTo [lekapToBUX KOOpAWHATa X, Yy, Z yBeAemo
HOBe NpPOMeHJbUBE U,V,W NPEeKo penauunja

x=x(u,v,w), y=ylu,v,w), z=2z(u,v, w),

roe cy x = x(u, v, w), y =y, v, w), z=2zI(Uu v w
HenpekngHe N aungepeHunjanHe dQyHKUuMje no u, v, w y
obnactn Q'={(u, v, w)}, Tapa je

dx= x,du + x,dv+ x dw x0 [k, x, x,00duC

u, _ 0 i, C
dy=y,du+ ydv+ y,dw Vo= o Yo YerrfVe
dz=z,du+ z,dv+ z,dw Hiz8 B oz z,H3WE

, Tj.

KBagpaTHa MaTpuua  je MaTpuua TpaHchopMaumje
NPOMEHJ/bUBUX, @ HEHa AeTepMUHaHTa je PYHKUMOHANHA W
30Be ce JakobujaH

KoedunuunjeHT gecdopmaumnje TpoanmeHsnoHe obnactum je JO na
je

dw =dxdydz = Jdudvdw, a Y3 nNpeTnocTaBkKy Aa
je J#0,



[[J fx v Adxdydz = [[[ £ (u, v, w)|J| dudvdw

£ (v, w) = f]x(u, v, W), (1, v, W), Z(u, v, w)|
roe je :

TPOJHU UHTEIrPAN YV COEPHUM KOOPAUHATAMA

Heka je maTa paBaH a M y woj Tadka O u nonyoca OL.
Monoxxaj nNpon3BosbHe Tadyke M y TpoAMMEH3NOHOM MPOCTOpPY,
Ymja je npojekuunja Ha JaTy paBaH Tadka P, je jeOHO3Ha4HO
oapeheH pactojakbeM p = OM, yrnom ¢ = O(OL, OP) v yrnom 6
= [(OP, OM), npun 4yemy je

O<p<ow, 0<¢<22rm -2 <6< 2.

Kpo3 cBaky Ta4yky M # O npoJsia3e no Tpu KoopanHaTHe
nospwu: p = const (KOHUeHTpUYHe chepe ca ueHTpom y O), ¢
=const (nosiypaBHU Kpo3 Tayky O, HOpMaJiHe Ha faTy paBaH
a), 8 =const (KOHycn ¢ TeMeHoM O)

To cy chepHe kKoopamHaTe Tayke M, Koje cy ca
IlekapToBMM MoBe3aHe penauyunjama

X = pCcosf cos¢, y=pcosl sing, z=psinb
, TJ.

_ Y . z
=ar = 0= e
p=fZr T2 ? acth RN ey

’ ’

EnemeHT 3anpemMuHe dw ce nobuja Ha OCHOBY OBUX Be3a, Tako
ha je



[dx] [¢osBcos¢ - pcosOsing — psinBcos@ TP
%Iyg= %os@singb pcosBcos¢p — psin Bsinqb%q)%
HizH H sin@ 0 pcosf  HHOE

5 cosf@cos¢p —pcosBsing — psin Bcos@
% =|cosOsin¢p pcosBcos¢p — psin Bsin | = p°cosd
s sin 8 0 pcosf

Tj. ,

a dw=dxdydz = p?cos@ dpd¢ dé.

OpaBpae ce npu TpaHchopmMaunjm HekapToBux
KoopAnHaTa y chepHe, Ko TpojHOr nHterpana, nobuja

J;U f(x, y, z)dxdydz = LU £ (p,9,0)p> cosO dp dp dO

’

' (p,9,0)= f(pcosBcose, pcosPsin ¢, psin )
roe je ,aQunQ cy o3Hake 3a

obnacT umHTerpayuje m3pa>keHy Mnpeko KoopauHaTa X, y, Z,
OOHOCHO p, ¢, 6.

26. lpuMmeHe ABOJHUX UM TPOJHUX UHTErpana.

» HaBecTun Mmoryhke npnmeHe OBOjHOr MHTErpana

* HaBecTn Moryhke npmmMmeHe TpojHOr MHTerpana

* I3BecTn popmyly 3a n3padvyHaBarbe NnoBpLUMHE KPUBE MOBPLUN.

1. 3anpemuHa umnuHppUYHOr Tena KojeM je jegHa ocHosa D
y paBHu Oxy, a gpyra ocHoBa nospw z = f(x, y), (x, y) O D (npn
yemy f(x, y) He Memwa 3HakK y obnactum D), a reHepaTpuce
oMOTa4a Ccy napanenHe ocun Oz, naTa je ABOjJHUM UHTErpasiom

V:J;)[ f(x, y)do

’

roe je doenemeHT noBpwmnHe obnactm nHTerpaumje D.



S(D):Hda
D

2. MNoBpwuHa obnactn D nHTerpaumje, je
3.3anpemuHa Tena Q ce u3paxkaBa TPOjHUM MWHTErpasoMm

Q) = L[de

, roe je dw enemMeHT 3anpemMmnHe tena Q.

4. Ako ce obnactn D n Q cacToje o4 MaTepujasiHUX Tadaka u
aKo je y TuM obnactnma gedumHmMcaHa ryctmHa &x, y), oo4HOCHO
Ax, Yy, Z), Kao HenpeknagHa PyHKUMNja KoopaAnHaTa Tayke, Tada
je maca obnactu D

M(D) = [[3(x y) do

’

M(Q) = [[[o(x y, 2) dw
Q

a Maca obslactm Q

5. NoBpLinHa orpaHuy4eHOr nesna NOBPLUMN.

S= lim i\/1+ p’+q Ao,

max d(Ag,) -0 K1 .
y TJ.

_ 2, 2
S—Jl;r\/1+p + g~ dxdy pzz'XC]:Z'y

( : ).

27. NMNojam 6eckoHa4yHoOr OpojHor pepa. KoHBepreHuuja
peaa.

» ledonHMcaT HN3 NapunjaiHNX Cyma

e DecdmnHncatn 6pojHM pen n KOHBEpreHunjy peaa



« [loka3aTn Oa je HeoNXo4HW YC/I0B 3a KOHBEPreHuunjy pena aa onwTun
YnaH TeXu Hyn

Kagn - o
00
aH
i n=1
DeduHuumja. HM3oM genmMnyHmMx cyma pepa Ha3nBa
n
Sn = Z dy
o k=1
ce HU3 {s,} 4njn je onwITN YnaH ,h=12,3,..; 5,
je (bennMmnyHa) napuwujasHa cyma Tor pega.
(0]
2
. al + 82 + 33 +... n=1
OeduHuumja. l3pa3 obnuka NN
Ha3nBaMo 6eckoHa4yHuM OpojHUM penom; ai, az, as, ... CYy
4YslaHOBM BeCKOHa4YHOr pena; a, je onwTn Yn1aH Tor peaa.
(00]
dy
) k=1
DeduHuumja. beckoHa4yHu  pef Ha3nBa ce

KOHBEPreHTHNM (OMBEPreHTHNM) aKO KOHBeprupa (aneeprupa)
HU3 HEeroBmx AennMmyHux cyma {s,}. Cyma KOHBEpPreHTHOr
pena je 6poj

n
s=lim s, = lim Zak
=i

- o Il — 00

dj
_ =
AKo je pen KOHBEPreHTaH M nMa CyMy s, Tada ce nuie

o0
S:Zc’lk
=



dy
_ k=1
TeopeMa. AKO je pef KOHBEpreHTaH, Taja Heros
a, — 0
onwTn YnaH Kagn — oo,

Ooka3. AKO pell KOHBeprmpa, KOHBEprvpa W HEroB HU3

lims, =s
11— 00

DEeNNMNYHNX CyMa, , naje

lim a, =lim(s,—5,,)=5s—5=0

- n— oo

28. PepoBu ca HeHeraTUBHUM YnaHoBuMma. Kputepujymu
ynopehuBama.

* YCNOB 3a KOHBepreHuuvjy pefa ca HeHeraTUBHUM YJ1IaHOBUMaA, U3PaXKeH
npeko Hn3a

AJeMMNYHNX CyMa

* HaBecTu Kputepunjyme ynopehumsare npse n gpyre spcre

» [loka3aTun fa je HeonNxXo4HW YCJI0B 3@ KOHBEPreHumnjy pena ga onwTu
YJ1aH TEeXW HYyJIn

Kagn - o

Teopema 1. Peng ca MNO3UTUBHUM YJlaHOBMMA MOXeE CaMo
KOHBEprmpaTn wunam gueeprmpaTtun npema +o. TakaB pen je
KOHBepreHTaH Taja M CaMO Taja akKo CYy Herose AesiIMMUYHe
CyMe OorpaHuyeHe.

KPUTEPUJYMU YNOPERUBAA

Teopema 1. (KputepujyMm ynopehmBara npse BpcTe) Heka je

[00] (0]
D > di
k=0 k=0
pen KOHBEpreHTaH, a pen NVBEPreHTaH N Heka

cy oba, penoBu ca MNO3UTUBHUM YJaHOBMMA. AKO Y1aHOBWU



HeKorr nOaTtor pefa Ca nMNOo3NTMBHMM 4HJlaHOBUMa

3a0B0OJbaBajy YyCJIOB ,3aceen>m(m0ON), Tana je

(o)

d
k=0 an 2 dn
pen KOHBepreHTaH. AKo 3acBen>m(m0ON),

o0
dy

k=0
Tana je pen AVBEepreHTaH.

Teopema 2. (Kputepunjym ynopehmeamwa apyre Bpcre) Heka je

o0 o0
Cr Z d,
=0 =0
peJJ, KOHBepreHTaH, a pep, ,D,I/IBepreHTaH N HeKa

cy oba, penosn Ca NO3INTUBHUM YHJlaHOBWMMa. AKO 3a 4JlaHoBe

(o¢]

dy
k=0
pena C NO3UTUBHUM YnaHoBMMa 3a On =2 m (m O N),
(0]
an+1 < Cn+1 Z ak
an Cn ) k=0 .
BaXku , Taga je pen KOHBEpPreHTaH; ako je 3a
a d >
n+1 > n+1 Z ak
an dn k=0

On=m (m ON), , Taha je penq OVBepreHTaH.



dy
_ k=1
TeopeMa. AKO je pef KOHBEpreHTaH, Taja Heros
a, — 0
onwTn YnaH Kagn — oo,

Ooka3. AKO pell KOHBeprmpa, KOHBEprvpa W HEroB HU3

lims, =s
11— 00

DEeNNMNYHNX CyMa, , naje

lim a, =lim(s,—5,,)=5s—5=0

- n— oo

29. AnTepHaTUBHM penoBu. JIajoHML OB KpUuTEpUjyM
KOHBepreHuuje pepa.

e ledonHncaTn anTepHaTUBHN pen n gopmynmncati JlajbHnuos
KpuTepujym

KOHBepreHuuje

e [lokasaTun J1ajbHNL0B KpUTEPUNjyM KOHBEpPreHuunje

» ledonHMCaTM anconyTHY N YCJIOBHY KOHBEpreHuujy

OdeduHuumja. AnTepHaTUBHUM peioBMMa Ce Ha3mBajy penosu
obnuvka

S (-D*ay, a,>0, DkON
k=0

’

roe je {a«} MOHOTOHO onagajykhun HNU3 NO3UTUBHUX DpojeBa.

ANnTepHaTUBHN pen ap-a1+ax-as+ ..., y KojeM
4YslaHOBU ax > 0 MOHOTOHO onadajy (ax > a«+1, Ok =0, 1, 2, ...)
N Texxe Hynu, Ha3mea ce J1ajbHnLoBMM penoM.



Teopema. (JlajoHnuoB  kKputepujym)  JlajoHuuoB  pepn
KOHBEprmpa n kerosa cyma s < ao.

Ooka3. 3a JlajoHnuoB pean, oenMMMyHa CyMa Ca HenapHuMm
NMHOEeKCOM 2n + 1 je jeaHaka

Sopn = dg —(a@ —ay) —(a3 —ay) —... = (a8, —dy,) ~

Sypp < dg, DUN
LUTO 3Ha4M aa je je . C opyre cTtpaHe,

Sop = (@9 —a)) t(ay —az) +...+(ay, — dype)

’

N3 Yyera csegn na MOHOTOHO Heonada. 3aTo MOCTOjU rPAHNYHa
BPeOHOCT, 3a KOjy BaXkKu

a,—a; <lim s, , =s<a,

Il — 00

3a NnapHe 4YJaHoBEe HU3a Oe/IMMNUYHNX CYMa BaXWu

lim s,, = ,lfr?o(shﬂ T dym) =S

I — 0

4YyuMe je gokasaH JlajbHNLOoB KpUTEPUjYM KOHBEPreHumje.

o0
dy

k=1
DeduHuumja. 3a KOHBeEpreHTaH pepn KaxeMo pa je

00

Z‘ak‘
k=1
arcoslyTHO KOHBEpPreHTaH, ako KOHBeprupa u pep Y



[e0]

Z a,

k=1
CyNnpoTHOM, Kaja pen OVBeprmpa, 3a KOHBepreHTaH

o0
dy

k=1
pen, Ka)keMo @ YCJIOBHO KOHBEprupa.

30. HTerpasiHm KpuTepmjyMm KOHBepreHumje opojHor

peaa.
e dopMyMCaTN UHTErpasHN KPpUTEPUjyM KOHBEpPreHuunje bpojHor pen
e [lokasaTn MHTEerpajHn KpNTepunjym KoHBepreHuuje bpojHor peg

TeopemMa. AKoO je naTtun pen ca no3TUBHUM MOHOTOHO
onagajyhnm 4naHoBuMa, a f(x) 3a x = 1 HenpeknagHa NO3NTUBHA
MOHOTOHO onagajyha yHKumMja TakBa aa je On, f(n) = a,, Taga

(e¢]

>,

n=1
pen KOHBEprmpa ako U CaMO aKO HeCBOjCTBEHM
+00
J' f(x)dx
1 "
NHTerpan nocToju (KoHBeprupa).
+o00 0o
J’ f(x)dx a,
1 . . n=1
AKO MHTerpan He nocToju, Taja je pen

amnBepreHTaH.



Hoka3. Kako je f(x) onagajyha pyHKLM]ja, Ba>KK

£f(2)+ f3) +...+ f(n) s} f(Ddx< f)+ £Q2)+...+ f(n—-1)
1

+00

J' f(x)dx

1
AKO nHTerpan MnocToju, o3Ha4YnMmo ra ca J. Taga je
n [00]
J' f(x)dx< J Z f(n)
1 n=2

, Ma pen MMa OrpaHN4yHe gennMuYHe

CyMe 1 npemMa ToMe, KOHBeprupa, n3 4yera cneamu

a Z a
) n=1 ] n=1
KOHBepreHumnja pena . ObpHyTO, aKo je pen

}f(X)dXS s

KOHBEPreHTaH N nMma cymy s, Taga je , na

J}of(X)dX

KOHBEpPrmpa uHTerpan



