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1 Neprekidnost

Ispitati neprekidnost date funkcije u taqki (0, 0).

Kolokvijum, 2008

1.1 f(x, y) =







x5 + y5

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.2 f(x, y) =







x3 + y5

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.3 f(x, y) =







x+ y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.4 f(x, y) =







x3 + y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2007

1.5 f(x, y) =







(x− y) sin 1

x2 + y2
cos

1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.6 f(x, y) =







x sin
1

x2 + y2
+ y cos

1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2006

1.7 f(x, y) =







−x
3 + y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.8 f(x, y) =







y3 − x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.9 f(x, y) =







−x
4 + y4

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.10 f(x, y) =







xy3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2005

1.11 f(x, y) =







2x4 + xy2 − x4y + 2y2

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

2, (x, y) = (0, 0)
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1.12 f(x, y) =







y3 − x2y
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

1.13 f(x, y) =







5− 2xy
√

x2 + y2
sin

2xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

5, (x, y) = (0, 0)

1.14 f(x, y) =







3x2 + x2y − xy4 + 3y4

x2 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

3, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2004

1.15 f(x, y) =







1− xy
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)

1.16 f(x, y) =







2− x2y − xy4

x2 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

2, (x, y) = (0, 0)

1.17 f(x, y) =







3− xy
√

x2 + y2
cos

xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

3, (x, y) = (0, 0)

1.18 f(x, y) =







xy · 2x
2 + 3y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2003

1.19 f(x, y) =







x4y − xy2

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2002

Kolokvijum, 2001

Kolokvijum, 2000

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992
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2 Parcijalni izvodi i diferencijal

Kolokvijum, 2009

Kolokvijum, 2008

Kolokvijum, 2007

Ispitati da li za datu funkciju postoje parcijalni izvodi u taqki (0, 0)

2.1 f : (x, y) 7→







1− cos(x− y)
x− y

, x 6= y

0, x = y

2.2 f : (x, y) 7→







1− cos(x2 − y)
x2 − y

, x2 6= y

0, x2 = y

2.3 f : (x, y) 7→







cos(x+ y)− 1

x+ y
, y 6= −x

0, y = −x

2.4 f : (x, y) 7→







cos(x+ y2)− 1

x+ y2
, x 6= −y2

0, x = −y2

Kolokvijum, 2006

2.5 Funkcije (x, y) 7→ u i (x, y) 7→ v definisane su sistemom

u2 + v2 = xy, uv + xy = 3

i uslovom u(1, 5) = 1. Izraqunati du(1, 5) i dv(1, 5).

2.6 Funkcije (x, y) 7→ u i (x, y) 7→ v definisane su sistemom

u2 + x2 + y2 = 5, v2 + uv = 2

i uslovom v(2, 0) = 1. Izraqunati du(2, 0) i dv(2, 0).

Kolokvijum, 2005

Kolokvijum, 2004

2.7 Funkcije (x, y) 7→ u i (x, y) 7→ v definisane su sistemom

ln(uv) = xy = −3, xu+ yv = 4

i uslovom u(1, 3) = 1. Izraqunati du(1, 3) i dv(1, 3).

2.8 Funkcija f definisana je sa f(x, y, z) = F

(

y − x
xy

,
z − x
xz

)

, gde je F diferencijabilna

funkcija. Uprostiti izraz x2f ′x + y2f ′y + z2f ′z.

Kolokvijum, 2003

2.9 Funkcija (x, y) 7→ z definisana je sa F (x+ y + z, 2xz + y2) = 0, gde je F diferencijabilna
funkcija. Uprostiti izraz (y − x)z′x + (x− z)z′y.
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3 Diferencijabilnost

Ispitati da li je data funkcija f diferencijabilna u (0, 0).

Kolokvijum, 2009

Kolokvijum, 2008

Kolokvijum, 2007

Kolokvijum, 2006

Kolokvijum, 2005

Kolokvijum, 2004

3.1 f(x, y) =







1− xy
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)

3.2 f(x, y) =







2− x2y − xy4

x2 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

2, (x, y) = (0, 0)

3.3 f(x, y) =







3− xy
√

x2 + y2
cos

xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

3, (x, y) = (0, 0)

3.4 f(x, y) =







xy · 2x
2 + 3y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2003

3.5 f(x, y) =







x4y − xy2

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kolokvijum, 2002

Kolokvijum, 2001

Kolokvijum, 2000

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994
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4 Gradijent. Izvod u pravcu i smeru datog vektora

Kolokvijum, 2009

4.1 Data je funkcija f : (x, y) 7→ 3xy3 − x2y + 4x.

a) Odrediti gradijent funkcije f u taqki M(2,−2).

b) Izraqunati izvod funkcije f u taqki M u pravcu vektora v = (4,−3).

4.2 Data je funkcija f : (x, y) 7→ 2x3y + xy2 − 3y + 1.

a) Odrediti gradijent funkcije f u taqki M(−2, 3).

b) Izraqunati izvod funkcije f u taqki M u pravcu vektora v = (−4,−3).

Kolokvijum, 2008

Kolokvijum, 2007

4.3 Data je funkcija f : (x, y, z) 7→ xy2 + x2z + xyz − x+ y + z i taqke A(0, 1,−1) i B(2, 3, 0).

a) Odrediti gradijent funkcije f u taqki A.

b) Izraqunati izvod funkcije f u taqki A u pravcu vektora AB.

c) Napisati jednaqinu tangentne ravni i normale u taqki A povrxi zadate jednaqinom
f(x, y, z) = 0.

4.4 Data je funkcija f : (x, y, z) 7→ x2y + y2z + xyz − x+ y + z i taqke A(1, 0, 1) i B(3,−2, 0).

a) Odrediti gradijent funkcije f u taqki A.

b) Izraqunati izvod funkcije f u taqki A u pravcu vektora AB.

c) Napisati jednaqinu tangentne ravni i normale u taqki A povrxi zadate jednaqinom
f(x, y, z) = 0.

Kolokvijum, 2006

Kolokvijum, 2005

5 Tejlorov polinom

Odrediti Tejlorov polinom T2 u okolini taqke

Kolokvijum, 2009

5.1 B(1, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

2x3 + 3x2 + z2 + (−2)2 + 2yz = 6, z 6= 0

5.2 C(1, 1/2) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

xz + yz − ln(2xy) = 3
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5.3 Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke D(−1,−1) aproksimira
funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

3xz + yz + lnxy + 4 = 0.

Kolokvijum, 2008

5.4 Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke M(1,−1) aproksimira
funkciju f : (x.y) 7→ z definisanu implicitno sa

z3 + xyz + x2 − 2y2 + 1 = 0, z > 0.

Kolokvijum, 2007

5.5 M(0, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

xyz − x2y + xz2 + x+ y + z − 2 = 0

5.6 N(1, 0) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

x+ y + z + xyz − xy2 + yz2 = 0

5.7 P (1, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

x2y + yz2 − xz2 + 2x− y + z − 1 = 0

5.8 Q(1, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

xy2 + xz2 − yz2 − x+ 2y + z − 3 = 0

Kolokvijum, 2006

5.9 A(0, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2 = 1, z > 0

5.10 A(1, 0) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

z2 − x− x3 + 2y2 − xy + 2yz = 1, z < 0

5.11 A(1, 0) za funkciju
f(x, y) = ex−y(2x2 − 2xy + y2)

5.12 A(1, 0) za funkciju
f(x, y) = ey−x(x2 − xy + 3y2)

Kolokvijum, 2005

5.13 A(0, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

4x2 + 2y2 + z2 − 2yz − 2y = 3, z > 0

5.14 A(0, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

xy2 + 2y2 + z2 − 2yz − 2y = 3, z > 0
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5.15 A(1, 0) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

yz2 − xy2 + x2z2 + 2y − x = 0, z < 0

5.16 A(1, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

x2y + 3xy2 − xz2 + x− 3y + xz = 0, z > 0

Kolokvijum, 2004

5.17 A(1, 0) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

x2y + xz2 − 2yz + xz − 2 = 0, z > 0

5.18 A(1, 0) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

2x2 + 4y2 + z2 − 2xz − 2x = 3, z > 0

Kolokvijum, 2003

5.19 A(1, 1) za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

(x+ y)z2 − xy − x− y + z = 0, z > 0

Kolokvijum, 2002

Kolokvijum, 2001

Kolokvijum, 2000

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992

6 Lokalni ekstremumi

Kolokvijum, 2009

6.1 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z definisane jednakox�u

3xz + yz − ln(3xy) = 2.

6.2 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z definisane jednakox�u

xz + yz + ln(xy) + 2 = 0.
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6.3 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z definisane jednakox�u

y3 − 3y2 + z2 + (x+ 1)2 − 2xz = 2.

6.4 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z definisane jednakox�u

x3 + 3x2 + z2 + (y + 2)2 + 2yz = 16.

Kolokvijum, 2008

6.5 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z definisane implicitno sa

z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8 = 0.

Kolokvijum, 2007

6.6 f : (x, y) 7→, 2x+ 6y − 3x2 − 2xy + y2 − 2z2 + 13 = 0, z < 0

6.7 f : (x, y) 7→ z, x2 − 2xy − 3y2 + 5z2 + 6x+ 2y = 0, z > 0

6.8 f : (x, y) 7→ z, 3x2 + xy + y2 − 5z2 + 7x+ 3y + 10 = 0, z < 0

6.9 f : (x, y) 7→ z, x2 + xy + 3y2 + 2z2 + 3x+ 7y − 3 = 0, z > 0

Kolokvijum, 2006

6.10 f : (x, y) 7→ z, x2 + xy + y2 + z2 − 3y = 1, z > 0

6.11 f(x, y, z) = ex+z
(

x2

2
+ 4y + y2 + z

)

6.12 f(x, y, z) = ex+y
(

x+
y2

2
+ 2z + z2

)

Kolokvijum, 2005

6.13 f(x, y) = 2x− 2y + ln(2x− x2 − y2)

6.14 f(x, y) = e3x+2y(3x2 − 6xy + 8y2)

Kolokvijum, 2004

6.15 f(x, y) = e2x+3y(8x2 − 6xy + 3y2)

6.16 f(x, y) = (x2 − y2)e−x
2/2−y2/2

Kolokvijum, 2003

6.17 f(x, y) = xyey−x
2/2

9



Kolokvijum, 2002

Kolokvijum, 2001

Kolokvijum, 2000

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992

7 Uslovni ekstremumi

Kolokvijum, 2009

7.1 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ 4xy − 5 pri uslovu x2 + y2 = 18.

7.2 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ 9x2 + y2 pri uslovu xy = 3.

7.3 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ x2 + 4y2 pri uslovu xy = −2.

Kolokvijum, 2008

7.4 Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : R+ × R+ → R date sa f(x, y) = x2 + y2 pri
uslovu xy = x+ y.

Kolokvijum, 2007

7.5 f(x, y) = x2 + y2 − 2xy, 3x2 + y2 = 12, x, y < 0

7.6 f(x, y) = x2 + y2 + 2xy, x2 + 3y2 = 12, x, y > 0

7.7 f(x, y) = x2 + y2 + 2xy, 2x2 + y2 = 6, x, y > 0

7.8 f(x, y) = x2 + y2 − 2xy, x2 + 2y2 = 6, x, y < 0

Kolokvijum, 2006

7.9 f(x, y, z) = x+ 2y − z, x2 + y2 + z2 = 6

7.10 f(x, y) = xy,
1

x
− 1

y
= 2

Kolokvijum, 2005

7.11 f(x, y, z) = x4y3z2, 4x+ 3y + 2z = 15, x > 0, y > 0, z > 0

7.12 f(x, y, z) = x2y3z4, 2x+ 3y + 4z = 6, x > 0, y > 0, z > 0
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Kolokvijum, 2004

7.13 f(x, y, z) = 2x+ 2y + 3z, xy + yz + zx =
15

4

7.14 f(x, y, z) = xz + yz, x2 + y2 + z2 = 1

Kolokvijum, 2003

7.15 f(x, y) = 3x+ 4y − 2, x2 + y2 = 1

Kolokvijum, 2002

Kolokvijum, 2001

Kolokvijum, 2000

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992

8 Ekstremne vrednosti na oblasti

Kolokvijum, 2009

8.1 Dati su funkcija f : R2 → R i skup D ⊂ R2 sa

f(x, y) = (x− y)2 + (y + 1)2 − 3, D = {(x, y) : y ≥ x− 3, y ≥ −x− 3, y ≤ 0}.

Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije f na skupu D.

8.2 Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije f : (x, y) 7→ (x − y)2 + (x + 1)2 + 2 na
trougaonoj oblasti D izme�u pravih x = 0, y = x+ 3 i y = −x− 3.

8.3 Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije f : (x, y) 7→ (x + y)2 + (y − 1)2 + 1 na
trougaonoj oblasti D izme�u pravih y = 0, y = x+ 5 i y = 5− x.

8.4 Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije f : (x, y) 7→ (x + y)2 + (x − 2)2 − 1 na
trougaonoj oblasti D izme�u pravih x = 0, y = 5− x i y = x− 5.

Kolokvijum, 2008

8.5 Dati su funkcija f : R2 → R i skup D ⊂ R2 sa

f(x, y) = 2(x+ 2)2 + 3(y − 1)2 + 1, D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x+ 4, x ≤ 0}.

Odrediti najmaǌu i najve�u vrednost funkcije f na skupu D.
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Kolokvijum, 2007

Kolokvijum, 2006

8.6 f(x, y) = x2 − 2xy − 2y, D = {(x, y) : −2 ≤ y ≤ −x2/2}.

Kolokvijum, 2005

Kolokvijum, 2004

Kolokvijum, 2003

Kolokvijum, 2002

Kolokvijum, 2001

Kolokvijum, 2000

Kolokvijum, 1999

Kolokvijum, 1998

Kolokvijum, 1997

Kolokvijum, 1996

Kolokvijum, 1995

Kolokvijum, 1994

Kolokvijum, 1993

Kolokvijum, 1992
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Uputstva i rezultati
1.1 Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x|5

x4 + y4
+
|y|5

x4 + y4
=

x4

x4 + y4
|x|+ y4

x4 + y4
|y| ≤ |x|+ |y|

sledi |f(x, y)| → 0 kada (x, y) → (0, 0), a to znaqi da i f(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0). Kako
je f(0, 0) = 0, funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0).

1.2 Iz f(0, 0) = 0 i f(x, 0) =
1

x
→ +∞ kada x → 0+ sledi da funkcija f u taqki (0, 0) ima

prekid, odnosno nije neprekidna.

1.3 Iz f(0, 0) = 0 i f(x, 0) =
1

x
→ +∞ kada x→ 0+ (ili f(x,

√
x)→ 1 kada x→ 0+) sledi da

funkcija f u taqki (0, 0) ima prekid, odnosno nije neprekidna.

1.4 Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x|3

x2 + y2
+
|y|3

x2 + y2
=

x2

x2 + y2
|x|+ y2

x2 + y2
|y| ≤ |x|+ |y|

sledi |f(x, y)| → 0 kada (x, y) → (0, 0), a to znaqi da i f(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0). Kako
je f(0, 0) = 0, funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0).

1.15 Neka je f = 1− g, gde je

g(x, y) =







xy
√

x2 + y2
, (x, 0) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kako je

|g(x, y)| = |x|
√

|x|2 + y2
· |y| ≤ |y| → 0, y → 0

to g(x, y)→ 0 kada (x, y)→ (0, 0), pa je f neprekidna u taqki (0, 0).

3.1
f ′x(0, 0) = lim

∆x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

1− 1

∆x
= 0

Sliqno je i f ′y(0, 0) = 0.

∆f(0, 0)
√

∆x2 +∆y2
= − ∆x∆y

√

∆x2 +∆y2
→

{

0, ∆x = 0,∆y → 0

− 1
2 , ∆x = ∆y → 0

Prema tome, f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

4.1 a) Iz f ′x = 3y3 − 2xy + 4 i f ′y = 9xy2 − x2 nalazimo

∇f(M) = (f ′x(M), f ′y(M)) = (−12, 68).

b) Kako je f diferencijabilna u R2 (jer su f ′x i f ′y neprekidne funkcije u R2), to je

f ′v(M) = ∇f(M) · v
|v|

= (−12, 68) ·
(

4

5
,−3

5

)

= −252

5
.
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4.2 a) Iz f ′x = 6x2 + y2 i f ′y = 2x3 + 2xy − 3 nalazimo

∇f(M) = (f ′x(M), f ′y(M)) = (81,−31).

Na slici (Sl.1) su dati gradijenti i u taqkama iz okoline taqke M .
b) Kako je f diferencijabilna u R2 (jer su f ′x i f ′y neprekidne funkcije u R2), to je

f ′v(M) = ∇f(M) · v
|v|

= (81,−31) ·
(

−4

5
,−3

5

)

= −231

5
.

5.3 Za x = −1 i y = −1 iz date jednakosti dobijamo z(D) = 1 .
Diferenciraǌem po x date jednakosti imamo

3z + 3xz′x + yz′x +
1

x
= 0, (1)

odakle zamenom x = y = −1, z = 1 dobijamo z′x(D) = 1/2 .
Sliqno, diferenciraǌem date jednakosti po y imamo

3xz′y + z + yz′y +
1

y
= 0, (2)

odakle dobijamo z′y(D) = 0 .

Diferenciraǌem jednakosti (5) po x i zamenom x = y = −1, z = 1 i z′x = 1/2 dobijamo

z′′x2(D) = 1/2 , a diferenciraǌem jednakosti (5) po y i zamenom navedenih vrednosti, kao
i z′y = 0, dobijamo z′′xy(D) = 1/8.

Diferenciraǌem jednakosti (6) po y i zamenom odgovaraju�ih vrednosti dobijamo

z′′y2(D) = −1/4 .

Uzimaju�i u obzir vrednosti parcijalnih izvoda prvog i drugog reda funkcije f u
taqki D imamo

T2(x, y) = z(D) + dz(D) +
1

2
d2z(D)

= 1 +
1

2
(x+ 1) +

1

2

[

1

2
(x+ 1)2 + 2 · 1

8
(x+ 1)(y + 1)− 1

4
(y + 1)2

]

=
7

4
+

9

8
x− 1

8
y +

1

4
x2 − 1

8
y2 +

1

8
xy.

Napomena: Zadatak je rexavan smatraju�i da je funkcija f implicitno definisana
datom jednakox�u. Me�utim, iz te jednakosti imamo i eksplicitno vrednost funkcije f
(videti Drugo rexeǌe.) Sa grafika funkcije f i dobijenog Tejlorovog polinoma (Sl.2)
dobijamo utisak o tome kako Tejlorov polinom aproksimira datu funkciju.
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Sl.2 Grafici funkcije f (levo) i Tejlorovog polinoma T2 (desno) u okolini taqke D

Drugo rexeǌe: Iz date jednakosti sledi da je

f(x, y) = z = −4 + lnxy

3x+ y
, xy > 0.

Nala�eǌem parcijalnih izvoda dobijamo

f ′x =
9x− y + 3x lnxy

x(3x+ y)2
, f ′y = −3x− 3y − y lnxy

y(3x+ y)2
,

f ′′x2 = −45x2 − 12xy − y2 + 18x2 lnxy

x2(3x+ y)3
,

f ′′xy =
−18xy + y2 + 9x2 − 6xy lnxy

xy(3x+ y)3
,

f ′′y2 =
9x2 + 12xy − 5y2 − 2y2 lnxy

y2(3x+ y)3
.

Zamenom x = y = −1 u dobijenim parcijalnim izvodima imamo

f ′x(D) =
1

2
, f ′y(D) = 0, f ′′x2(D) =

1

2
, f ′′xy(D) =

1

8
, f ′′y2(D) = −1

4
,

a daǉe isto kao u Prvom rexeǌu.

5.4 Za x = 1 i y = −1 iz date jednakosti i uslova z > 0 dobijamo z(M) = 1 .
Diferenciraǌem po x date jednakosti imamo

3z2z′x + yz + xyz′x + 2x = 0, (3)

odakle zamenom x = z = 1, y = −1 dobijamo z′x(M) = −1/2 .
Sliqno, diferenciraǌem date jednakosti po y imamo

3z2z′y + xz + xyz′y − 4y = 0, (4)

odakle dobijamo z′y(M) = −5/2 .
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Diferenciraǌem jednakosti (5) po x i zamenom x = z = 1, y = − i z′x = −1/2 dobijamo

z′′x2(M) = −9/4 , a diferenciraǌem jednakosti (5) po y i zamenom navedenih vrednosti,
kao i z′y = −5/2, dobijamo z′′xy(M) = −21/4.

Diferenciraǌem jednakosti (6) po y i zamenom odgovaraju�ih vrednosti dobijamo

z′′y2(M) = −57/4 .

Uzimaju�i u obzir vrednosti parcijalnih izvoda prvog i drugog reda funkcije f u
taqki M imamo

T2(x, y) = z(A) + dz(A) +
1

2
d2z(A)

= 1− 1

2
(x− 1)− 5

2
(y + 1)− 9

8
(x− 1)2 − 21

4
(x− 1)(y + 1)− 57

8
(y + 1)2

= −4− 7

2
x− 23

2
y − 9

8
x2 − 57

8
y2 − 21

4
xy.

5.6

z′x =
y2 − yz − 1

1 + xy + 2yz
, z′y =

2xy − z2 − 1− xz
1 + xy + 2yz

, z′′x2 = −2yz′x + 2yz′x
2

1 + xy + 2yz

z′′y2 =
2x− 4zz′y − 2yz′y

2 − 2xz′y
1 + xy + 2yz

, z′′xy =
2y − 2zz′x − xz′x − yz′y − z

1 + xy + 2yz

T2(x, y) = −x− y

5.9

z′x =
y − 4x− 2z

2x+ 2z
, z′y =

x+ 1− 3y2

2x+ 2z
, z′′x2 = −4 + 4z′x + 2z′x

2

2x+ 2z

z′′y2 = −
6y + 2z′y

2

2x+ 2z
, z′′xy =

1− 2z′y − 2z′xz
′
y

2x+ 2z

z′x(A) = −
1

2
, z′y(a) = −1, z′′x2(A) = −

5

4
, z′′y2(A) = −4, z′′xy(A) = 1

T2(x, y) = −
3

2
x+ 3y − 5

8
x2 + xy − 2y2

5.11
f ′x = ex−y(2x2 − 2xy + y2 + 4x− 2y), f ′y = ex−y(−2x2 + 2xy − y2 − 2x+ 2y)

f ′′x2 = ex−y(2x2 − 2xy + y2 + 8x− 4y + 4), f ′′xy = ex−y(−2x2 + 2xy − y2 − 6x+ 4y − 2)

f ′′y2 = ex−y(2x2 − 2xy + y2 + 4x− 4y + 2)

f ′x(A) = 6e, f ′y(A) = −4e. f ′′x2(A) = 14e, f ′′xy(A) = −10e, f ′′y2(A) = 8e

T2(x, y) = f(A) + df(A) +
1

2
d2f(A)

= 2e+ 6e(x− 1)− 4ey +
1

2
(14e(x− 1)2 + 2(−10e)(x− 1)y + 8ey2)

= 7ex2 + 4ey2 − 10exy − 8ex+ 6ey + 3e

5.17 U taqki A je z2 + z − 2 = 0, pa je z = 1 (zbog z > 0).

2xy + z2 + x · 2zz′x − 2yyz′x + z + xz′x = 0

U taqki A je z2 + 2zz′x + z + z′x = 0, pa je z′x(A) = −2/3 .

x2 + 2x · zz′y − 2z − 2yz′y + xz′y = 0
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U taqki A je 1 + 2z′y − 2 + z′y = 0, pa je z′y(A) = 1/3 .

2y + 2zz′x + (2z + 2xz′x)z
′
x + 2zxz′′x2 − 2yz′′x2 + z′x + z′x + xz′′x2 = 0

U taqki A je z′′x2(A) = 28/27 .

Sliqno nalazimo z′′xy(A) = −35/27 i z′′y2(A) = 10/27 .

T2(x, y) = f(A) + df(A) +
1

2
d2f(A)

= 1− 2

3
dx+

1

3
dy +

1

2

(

28

27
dx2 − 2 · 35

27
dxdy +

10

27
dy2
)

= 1− 2

3
(x− 1) +

1

3
y +

1

2

(

28

27
(x− 1)2 − 70

27
(x− 1)y +

10

27
y2
)

= 1− 2

3
(x− 1) +

1

3
y +

14

27
(x− 1)2 − 35

27
(x− 1)y +

5

27
y2

6.1 Prvo rexeǌe: Diferenciraǌem po x date jednakosti imamo

3z + 3xz′x + yz′x −
1

x
= 0, (5)

odakle dobijamo z′x =
1− 3xz

3x2 + xy
. Primetimo da je 3x2 + xy 6= 0 jer je xy > 0.

Sliqno, diferenciraǌem date jednakosti po y imamo

3xz′y + z + yz′y −
1

y
= 0, (6)

odakle dobijamo z′y =
1− yz

3xy + y2
.

Iz sistema
1− 3xz = 0, 1− yz = 0, 3xz + yz − ln(3xy) = 2

dobijamo dve stacionarne taqke A(1/3, 1) i B(−1/3,−1), pri qemu je z(A) = 1 i z(B) = −1.
Sa slike (Sl.2) je jasno da su u tim taqkama lokalni ekstremumi funkcije f .

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5

1

1.5

2

Sl.2 Grafik funkcije f (levo) i nivo linije (desno) u okolini taqke A (sliqno je i u
okolini taqke B).
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Diferenciraǌem jednakosti (5) najpre po x, a zatim i po y, kao i jednakosti (6) po y,
uzimaju�i u obzir da je z′x(A) = z′y(A) = z′x(B) = z′y(B) = 0, dobijamo da je u stacionarnim
taqkama

(3x+ y)z′′x2 +
1

x2
= 0, z′′xy = 0, (3x+ y)z′′y2 +

1

y2
= 0.

Zamenom odgovaraju�ih vrednosti nalazimo

z′′x2(A) = −z′′x2(B) = −9/2 i z′′y2(A) = −z′′y2(B) = −1/2 ,

xto znaqi da je u taqki A lokalni maksimum, a u taqki B lokalni minimum.
Prema tome, fmin = f(B) = −1 i fmax = f(A) = 1.

Napomena: Zadatak je rexavan smatraju�i da je funkcija f implicitno definisana
datom jednakox�u. Me�utim, iz te jednakosti imamo i eksplicitno vrednost funkcije f
(videti Tre�e rexeǌe.)

Drugo rexeǌe: Ako je F (x, y, z) = 3xz + yz − ln(3xy)− 2, tada je (slajdovi sa predavaǌa:
Tema3, egzistencija i diferencijabilnost implicitne funkcije)

z′x = −F
′
x

F ′z
= −3z − 1/x

3x+ y
, z′y = −

F ′y
F ′z

= −z − 1/y

3x+ y
.

Stacionarne taqke A i B dobijamo rexavaǌem sistema

3z − 1

x
= 0, z − 1

y
= 0, F (x, y, z) = 0.

Nala�eǌem parcijalnih izvoda drugog reda dobijamo

F ′′x2 =
1

x2
, F ′′y2 =

1

y2
, F ′′z2 = 0, F ′′xy = 0, F ′′xz = 3, F ′′yz = 1

i

z′′x2 =
−9x+ 18x2z − y
x2(3x+ y)2

, z′′y2 =
−3y + 2zy2 − 3x

y2(3x+ y)2
, z′′xy =

−y + 6xyz − 3x

xy(3x+ y)2
.

Daǉe isto kao u Prvom rexeǌu.

Tre�e rexeǌe: Iz date jednakosti sledi da je

f(x, y) = z = −2 + ln(3xy)

3x+ y
, xy > 0.

Nala�eǌem parcijalnih izvoda dobijamo

f ′x =
−3x+ y +−3x ln(3xy)

x(3x+ y)2
, f ′y =

3x− y − y ln(3xy)
y(3x+ y)2

,

f ′′x2 =
9x2 − 12xy − y2 + 18x2 ln(3xy)

x2(3x+ y)3
,

f ′′xy =
6xy − y2 − 9x2 + 6xy ln(3xy)

xy(3x+ y)3
,

f ′′y2 =
−9x2 − 12xy + y2 + 2y2 ln(3xy)

y2(3x+ y)3
,

a daǉe isto kao u Prvom rexeǌu.

6.5 Ako je F (x, y, z) = z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
= − yz + 2x

3z2 + xy
, z′y = −

F ′y
F ′z

= − xz + 4y

3z2 + xy
.

Stacionarne taqke dobijamo rexavaǌem sistema

2x+ zy = 0, zx+ 4y = 0, F (x, y, z) = 0.
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1. Ako je z2 6= 8, prve dve jednaqine imaju trivijalno rexeǌe (po x i y), pri qemu iz
tre�e jednaqine (F = 0) dobijamo z = −2. U tom sluqaju imamo stacionarnu taqku
A(0, 0) za koju je z(A) = −2.

2. Ako je z2 = 8, odnosno z = 2
√
2 ili z = −2

√
2, sistem nema rexeǌa.

Prema tome, jedina stacionarna taqka je A(0, 0). Nala�eǌem parcijalnih izvoda dru-

gog reda dobijamo z′′x2(A) = −
1

6
, z′′xy(A) =

1

6
i z′′y2(A) = −

1

3
. Kako je

z′′x2(A) · z′′y2(A)−
(

z′′xy(A)
)2
> 0, z′′x2(A) < 0,

to je fmax = f(A) = −2.

6.10
z′x = −2x+ y

2z
, z′y =

3− x− 2y

2z
, A(−1, 2)

z′′x2(a) = −
1

2
= a, z′′y2(A) = −

1

2
= c, z′′xy(A) = −

1

4
= b

ac− b2 =
1

4
− 1

16
> 0, a < 0, zmax = z(A) = 2

7.1 Prvo rexeǌe: Za Lagran�ovu funkciju F , gde je

F (x, y) = 4xy − 5 + λ(x2 + y2 − 18),

imamo
F ′x = 4y + 2λx, F ′y = 4x+ 2λy.

Iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 dobijamo (y − x)(2− λ) = 0.
Ako je x = y, tada iz datog uslova sledi x2 = 9, pa imamo stacionarne taqke A(3, 3;−2)

i C(−3,−3;−2) (funkcije F ). Ako je λ = 2, tada je y = −x, pa imamo stacionarne taqke
B(3,−3; 2) i D(−3, 3; 2).

Kako je F ′′x2 = 2λ, F ′′xy = 4, F ′′y2 = 2λ i dy = −dx (pri datom uslovu) za taqke A i C,
odnosno dy = dx za taqke B i D, to je

d2F (A) = d2F (C) = −4dx2 + 8dxdy − 4dy2

= −16dx2,

d2F (B) = d2F (D) = 4dx2 + 8dxdy + 4dy2

= 16dx2.

Prema tome, za dx 6= 0 je d2F (A) = d2F (C) < 0 i d2F (B) = d2F (D) > 0, pa f u taqkama A
i C ima uslovni lokalni minimum (jednak −41), a u taqkama B i D ima uslovni lokalni
maksimum (jednak 31).

Drugo rexeǌe: Nivo linija 4xy− 5 = C povrxi definisane funkcijom f i kriva defin-
isana uslovom x2 + y2 = 18 se dodiruju ako je y + xy′ = 0 i x + yy′ = 0, odnosno ako je
x2 = y2. Prema tome, jedine mogu�e taqke uslovnog lokalnog ekstremuma su taqke A, B C
i D (iz prvog rexeǌa). Na slici (Sl.3) se lako uoqavaju dodirne taqke nivo linija i
krive ϕ = 0.
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Sl.3 Grafik funkcije f (levo) i nivo linije funkcije f zajedno sa linijom definisanom
uslovom ϕ = 0 (desno).

Funkcije f i g : (x, y) 7→ 2xy dosti�u lokalni minimum u istim taqkama. Kako je, pri
datom uslovu,

g(x, y) = 2xy = (x+ y)2 − (x2 + y2) = (x+ y)2 − 18,

minimum funkcije g se dosti�e za y = −x, odnosno u taqkama B i D.
Ako f u datoj taqki ima lokalni ekstremum, tada i h : (x, y) 7→ x2y2 ima u toj istoj

taqki lokalni ekstremum. Kako je, pri datom uslovu,

h(x, y) = x2y2 = x2(18− y2) = 18x2 − x4 = ϕ(x)

i
ϕ′(x) = 4x(9− x2), ϕ′′(x) = 36− 12x2,

funkcija h ima uslovne lokalne maksimume u taqkama A, B, C i D, a funkcija f u taqkama
A i C. Na grafiku funkcije f (Sl.3) se lako uoqavaju taqke uslovnih lokalnih ek-
stremuma, kao i to da funkcija nema lokalnih ekstremuma (bezuslovnih).

7.4 Prvo rexeǌe: Iz uslova sledi y =
x

x− 1
(jer je x 6= 1), pa je (pri tom uslovu)

f(x, y) = x2 +
x2

(x− 1)2
= g(x).

Kako je

g′(x) =
2x

(x− 1)3
(x− 2)(x2 − x+ 1),

to funkcija g u taqki x = 2 ima lokalni minimum. Prema tome, fmin,xy=x+y = f(2, 2) = 8 .

Drugo rexeǌe: Za Lagran�ovu funkciju F , gde je

F (x, y) = x2 + y2 + λ(xy − x− y),

imamo
F ′x = 2x+ λy − λ, F ′y = 2y + λx− λ.

Iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 dobijamo 2(x− y) = λ(x− y).
Ako je x = y, tada iz datog uslova sledi x = 2 (jer je x > 0) i λ = −4, pa imamo

stacionarnu taqku A(2, 2). Ako je λ = 2, tada imamo sistem x + y = 1, xy = 1 koji nema
realnih rexeǌa.
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Kako je F ′′x2 = 2, F ′′xy = λ, F ′′y2 = 2 i dy = −dx pri datom uslovu, to je

d2F (A) = 2dx2 + 2λdxdy + 2dy2

= 2dx2 − 8dxdy + 2dy2

= 12dx2.

Prema tome, d2F (A) > 0 za dx 6= 0, pa f u taqki A ima lokalni minimum.

7.5
F ′x = 2x− 2y + 6λx, F ′y = 2y − 2x+ 2λy, A(−

√
3,−
√
3), λ = 0

F ′′x2 = 2 + 6λ, F ′′xy = −2, F ′′y2 = 2 + 2λ, dy = −3dx

d2F (A) = 2(dx− dy)2 = 32dx2 > 0, fmin = f(A) = 0

7.9
F ′x = 1 + 2λx, F ′y = 2 + 2λy, F ′z = −1 + 2λz

x = − 1

2λ
, y = − 1

λ
, z =

1

2λ
, λ2 =

1

4
, A(−1,−2, 1), λA =

1

2
, B(1.2,−1), λB = −1

2

F ′′x2 − F ′′y2 = F ′′z2 = 2λ, F ′′xy = F ′′xz = F ′′yz = 0

d2F (A) = dx2 + dy2 + dz2 > 0, d2F (B) = −(dx2 + dy2 + dz2) > 0

fmin = f(A) = −6, fmax = f(B) = 6

7.13
F = 2x+ 2y + 3z + λ

(

xy + yz + zx− 15

4

)

F ′x = 2 + λ(y + z), F ′y = 2 + λ(x+ z), F ′z = 3 + λ(x+ y)

Sistem za ST

2 + λ(y + z) = 0, 2 + λ(x+ z) = 0, 3 + λ(x+ y) = 0, xy + yz + zx =
15

4

Iz prve dve jednaqine sledi λ(y − x) = 0, odnosno y = x.

Iz prve i tre�e jednaqine je 1 + λx− λz = 0.

Iz ove i druge jednaqine je 3 + 2λx = 0, odnosno λx = −3/2.

Kako je sada λz = −1/2, to je x = 3z.

Zamenom x = y = 3z u qetvrtoj jednaqini sistema dobijamo z2 = 1/4.

Stacionarne taqke su: A∗
(

3

2
,
3

2
,
1

2
,−1

)

i B∗
(

−3

2
,−3

2
,−1

2
, 1

)

Dovoǉni uslovi

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 0, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = λ, d2F = 2λ(dxdy + dydz + dzdx)

(x+ y)dz + (x+ z)dy + (y + z)dx = 0

1. U taqki A je 3dz + 2dy + 2dx = 0, odnosno dz = −2

3
(dx+ dy), pa je

d2F (A∗) = −2(dx+ dy)− 2dy

(

−2

3

)

(dx+ dy)− 2dy

(

−2

3

)

(dx+ dy)

=
4

3
dx2 +

4

3
dy2 +

2

3
dxdy

=
1

3
(dx+ dy)2 + dx2 + dy2
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Kako je d2F (A∗) > 0 za dx2 + dy2 6= 0, funkcija f u taqki A ima uslovni lokalni minimum.

2. Sliqno se pokazuje da f u taqki B ima uslovni lokalni maksimum.

7.15 Stacionarne taqke su A(3/5, 4/5) sa λ = −5/2 i B(−3/5,−4/5) sa λ = 5/2.

F ′′x2 = F ′′y2 = 2λ, F ′′xy = 0

d2F (A∗) = −5(dx2 + dy2) < 0, d2F (B∗) = 5(dx2 + dy2) > 0

fmax = f(A) = 3, fmin = f(B) = −7

8.1 Prvo rexeǌe: Funkcija f ima najmaǌu vrednost −3 i to u taqki A(−1,−1). Iz A ∈ D
sledi da je min

D
f(x, y) = f(A) = −3.

Kako je skup D je trougao sa temenima C(−3, 0), D(3, 0) i F (0,−3) i kako je grafik
funkcije f paraboloid sa temenom u taqki A (Sl.3), najve�a vrednost funkcije na skupu
D je u nekoj od taqaka C, D ili F . Poxto je f(C) = f(D) = 7 i f(F ) = 10, to je max

D
f(x, y) =

f(F ) = 10.
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Sl.2 Nivo linije funkcije f u okolini taqke A (levo) i taqke u oblasti D qije su
vrednosti testirane za ekstremne vrednosti (desno).

Drugo rexeǌe: Kako je f ′x = 2(x − y) i f ′y = 4y − 2x + 2, taqka A je jedina stacionarna
taqka funkcije f i ona pripada skupu D.

Funkcije f(x, 0), f(x, x − 3) i f(x,−x − 3) (koje odre�uju granicu skupa D) imaju sta-
cionarne taqke B(0, 0), E(2,−1) i G(−8/5,−7/5), pri qemu je f(B) = −2, f(E) = 6 i
f(G) = −14/5. Upore�uju�i vrednosti funkcije f u taqkama A,B,C,D,E, F,G vidimo
da je (Sl.3)

min
D

f(x, y) = f(A) = −3, max
D

f(x, y) = f(F ) = 10.

8.5 Funkcija f ima najmaǌu vrednost 1 i to u taqki A(−2, 1). Iz A ∈ D sledi da je
min
D

f(x, y) = f(A) = 1.

Kako je skup D je trougao sa temenima E(−4, 0), F (0, 4) i G(0, 0) i kako je grafik funkcije
f paraboloid (eliptiqki) sa temenom u taqki A, najve�a vrednost funkcije na skupu
D je u nekoj od taqaka E, F ili G. Poxto je f(E) = f(G) = 12 i f(F ) = 36, to je
max
D

f(x, y) = f(F ) = 36.
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Drugo rexeǌe: Kako je f ′x = 4(x + 2) i f ′y = 6(y − 1), taqka A je jedina stacionarna
taqka funkcije f i ona pripada skupu D. Funkcije f(0, y), f(x, 0) i f(x, x + 4) (koje odre-
�uju granicu skupa D) imaju stacionarne taqke B(0, 1), C(−2, 0) i D(−13/5, 7/5), pri qemu
je f(B) = 9, f(C) = 4 i f(D) = 11/5. Upore�uju�i vrednosti funkcije f u taqkama
A,B,C,D,E, F,G vidimo da je

min
D

f(x, y) = f(A) = 1, max
D

f(x, y) = f(F ) = 36.
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