
MATEMATIKA 2

Juni, 2009 - Grupa 2

1. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

1 + 6x2z + 3y2z + z3 = 0.

Rexe�e: Diferencira�em date jednakosti po x imamo

12xz + 6x2z′x + 3y2z′x + 3z2z′x = 0, (1)

odakle dobijamo

z′x = − 4xz

2x2 + y2 + z2
.

Sliqno diferencira�em po y dobijamo

z′y = − 2yz

2x2 + y2 + z2
.

Oqigledno da je A(0, 0) jedina stacionarna taqka funkcije f .
Diferencira�em jednakosti (1) po x i zamenom x = y = z′x = 0 i z = −1 nalazimo da je

a = z′′x2(A) = 4. Sliqno dobijamo b = z′′xy(A) = 9 i c = z′′y2(A) = 2. Kako je ac− b2 > 0 i a > 0
u taqki A funkcija f ima lokalni minimum koji je jednak −1.

2. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f : (x, y) 7→ exy−2x−y na trougaonoj
oblasti D odre�enoj taqkama B(0, 0), C(5, 0) i D(0, 5).

Rexe�e: Kako je f ′x = (y − 2)f i f ′y = (x − 1)f , jedina stacionarna taqka funkcije f je
A(1, 2) i ona pripada oblasti D.

Na granicama x = 0 i y = 0 funkcija nema stacionarnih taqaka obzirom da je

f(x, 0) = e−2x, f(0, y) = e−y.

Na granici y = −x+ 5 funkcija ima stacionarnu taqku E(2, 3) jer je

h(x) = f(x,−x+ 5) = e−x
2+4x−5, h′(x) = (−2x+ 4)h(x).

Vrednosti funkcije f u kritiqnim taqkama su:

f(A) = e−2, f(B) = 1, f(C) = e−10, f(D) = e−5, f(E) = e−1.

Prema tome, min
D

f = f(C) = e−10 i max
D

f = f(B) = 1.

3. Izraqunati

∫

x lnx

(1 + x2)2
dx.

Rexe�e: Primetimo najpre da je x > 0. Za u = lnx i dv =
xdx

(1 + x2)2
imamo

du =
dx

x
, v =

1

2

∫

d(1 + x2)

(1 + x2)2
= −1

2
· 1

1 + x2
,

pa je

I =

∫

x lnx

(1 + x2)2
dx = −1

2

lnx

1 + x2
+

1

2
J,



gde je

J =

∫

dx

x(1 + x2)
=

∫

1 + x2 − x2

x(1 + x2)
dx =

∫

dx

x
−
∫

xdx

1 + x2
.

Prema tome,

I = −1

2

lnx

1 + x2
+

1

2
lnx− 1

4
ln(1 + x2) + C =

x2

2(1 + x2)
lnx− 1

4
ln(1 + x2) + C.

4. Izraqunati povrxinu dela povrxi z = xy nad oblax�u D = {(x, y) | 3 ≤ x2+ y2 ≤ 8}.

Rexe�e: Povrxina P tra�enog dela povrxi je data sa

P =

∫∫

D

√

1 + z′2x ++z′2y dxdy =

∫∫

D

√

1 + y2 + x2 dxdy.

Uvo�e�em polarnih koordinata imamo novu oblast G = [
√
3,
√
8]× [0, 2π], pa je

P =

∫∫

G

ρ
√

1 + ρ dρ dϕ = 2π

∫

√
8

√
3
ρ
√

1 + ρ2 dρ =
2π

3
(1 + ρ2)3/2







√
8

√
3
=

38

3
π.
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