
MATEMATIKA 2

Septembar, 2009 - Grupa 2

1. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

x2z + y2z − 2xz2 − 2yz2 = 2.

Rexe�e: Dati uslov mo�e da se napixe u obliku F (x, y, z) = 0, gde je

F (x, y, z) = x2z + y2z − 2xz2 − 2yz2 − 2.

Diferencira�em date jednakosti po x imamo

2xz + x2z′x + y2z′x − 4xzz′x − 2z2 − 4yzz′x = 0, (1)

odakle dobijamo

z′x =
2z2 − 2xz

x2 + y2 − 4xz − 4yz
.

Sliqno diferencira�em po y dobijamo

z′y =
2z2 − 2yz

x2 + y2 − 4xz − 4yz
.

Rexava�em sistema
z′x = 0, z′y = 0, F (x, y, z) = 0

dobijamo da je A(−1,−1) jedina stacionarna taqka funkcije f i da je f(A) = −1.
Diferencira�em jednakosti (1) po x i zamenom x = y = z = −1 i z′x = 0 nalazimo da je

a = z′′x2(A) = −1/3. Sliqno dobijamo b = z′′xy(A) = 0 i c = z′′y2(A) = −1/3. Kako je ac− b2 > 0
i a < 0 u taqki A funkcija f ima lokalni maksimum koji je jednak −1.
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Slika 1: Grafik funkcije z1 (levo) i grafik funkcije z2 (desno)

Komentar. U vezi zadatka i rexe�a mogu se dati razni komentari.

1. Izraze za z′x i z′y mo�emo dobiti i pomo�u funkcije F ,

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z
.



2. Izraze za z′y i z
′′
y2 mo�emo i direktno pisati iz izraza za z′x i z′′x2 tako xto zamenimo

x sa y i y sa x (obzirom na simetriju funkcije F po x i y).

3. Iz date jednakosti z mo�e i eksplicitno da se izrazi kao funkcija promen	ivih x
i y (kvadratna jednaqina po z), s tim xto postoje dve takve funkcije

z1/2 =
x2 + y2 ±

√

(x2 + y2)2 − 16(x+ y)

4(x+ y)
.

Na slici 1 su prikazani grafici funkcija z1 (levo) i z2 (desno). Na grafiku
funkcije z1 se jasno vidi lokalni maksimum u taqki A, a sa grafika funkcije z2
vidimo da ona u taqki A nema lokalni ekstremum. Iz rexe�a zadatka znamo da ona
u A nema ni stacionarnu taqku.

2. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f : (x, y) 7→ 8xy − x2 − y2 − 8x+ 2y na
oblasti D = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1, −4 ≤ y ≤ 1}.

Rexe�e: Kako je f ′x = −2x+ 8y − 8 i f ′y = 8x− 2y + 2, jedina stacionarna taqka funkcije
f je A(0, 1) i ona ne pripada unutrax�osti oblasti D.
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Slika 2: Grafik funkcije f sa oznaqenim taqkama minimuma i maksimuma na oblasti D.

Na granici x = −1 je

g(y) = f(−1, y) = −y2 − 6y + 7, −4 ≤ y ≤ 1,

pa g ima stacionarnu taqku za y = −3. To znaqi da je taqka B(−1,−3) kandidat za
ekstremum funkcije f na D. Na granicama x = 1 i y = −4 je

h(y) = (1, y) = −y2 + 10y − 9, −4 ≤ y ≤ 1,

α(x) = f(x,−4) = −x2 − 40x− 24, −1 ≤ x ≤ 1,

pri qemu h i α nemaju stacionarnih taqaka. Na granici y = 1 je

β(x) = f(x, 1) = −x2 + 1, −1 ≤ x ≤ 1.

U x = 0 funkcija β ima stacionarnu taqku, odnosno taqka A je kandidat za ekstremum
funkcije f na D. Pored taqaka A i B za kandidate za ekstremum funkcije f na D treba
uzeti i taqke C(−1,−4), D(1,−4), E(−1, 1) i F (1, 1).



Vrednosti funkcije f u kritiqnim taqkama su:

f(A) = 1, f(B) = 16, f(C) = 15, f(D) = −65, f(E) = f(F ) = 0.

Prema tome, min
D

f = f(D) = −65 i max
D

f = f(B) = 16. Na slici 2 su oznaqene ekstremne

vrednosti funkcije f na D.

3. Izraqunati

∫

e2x − ex

(e2x + 2ex + 2)2
dx.

Rexe�e: Neka je I dati integral i neka je ex = t. Tada je exdx = dt, pa je

I =

∫

t− 1

(t2 + 2t+ 2)2
dt =

∫

t+ 1

(t2 + 2t+ 2)2
dt− 2

∫

dt

((t+ 1)2 + 1)2
= J − 2K.

Kako je

J =
1

2

∫

d(t2 + 2t+ 2)

(t2 + 2t+ 2)2
= −1

2
· 1

t2 + 2t+ 2
+ C1

i

2K = 2

∫

d(t+ 1)

((t+ 1)2 + 1)2
=

t+ 1

t2 + 2t+ 2)2
+ 2arctan(x+ 1) + C2,

to je

I = −1

2
· 2ex + 3

e2x + 2ex + 2
− arctan(ex + 1) + C.

Komentar. U rexava�u ovog integrala kandidati su imali velikih problema, iako su
svi znali da ga svedu (smenom ex = t) na integral racionalne funkcije.

1. Najve�i problem je bio integral

∫

dt

(t2 + 1)2
, a bilo je i onih koji su koristili neke

'nove formule'. Jedna od �ih je

∫

dt

(t2 + 1)2
= arctan2 t+ C !!!.

Na slajdovima 10. termina predava�a, u 1.3 pod taqkom 5 je dato kako se dolazi do

rekurentne veze za integrale tipa Ik =

∫

dx

(x2 + a2)k
i naveden je i primer za k = 2

(dakle, integral koji je ovde bio problem). Drugi naqin da se taj integral rexi je
da se po�e od jednakosti (koja je svima poznata)

∫

dt

t2 + 1
= arctan t− C

i da se na integral primeni parcijalna integracija sa u =
1

t2 + 1
i dv = dt (istina,

malo neobiqan izbor u i dv). Dobija se

arctan−C =
t

t2 + 1
+ 2

∫

t2dt

(t2 + 1)2
=

t

t2 + 1
+ 2 arctan t− 2

∫

dt

(t2 + 1)2
.

Prema tome,

2

∫

dt

(t2 + 1)2
=

t

t2 + 1
+ arctan t+ C.

2. Me�utim, problema je bilo qak i sa tabliqnim integralom

∫

dt

t2
. I za �ega se

pojavila 'nova formula'
∫

dt

t2
= ln t2 + C !!!

i masovno se koristila.



4. Izraqunati

∫∫

ln
√

x2 + y2 + 2x+ 1 dxdy ako je D = {(x, y) | 1 ≤ (x+ 1)2 + y2 ≤ e2}.

Rexe�e: Smenom

x+ 1 = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, (ρ, ϕ) ∈ [1, e]× [0, 2π], J = ρ

imamo

I =

∫∫

ln
√

x2 + y2 + 2x+ 1 dxdy =

∫∫

G

ρ ln ρ ρdϕ = 2π

∫ e

1
ρ ln ρdρ.

Kako je
∫

x lnxdx =
1

2
x2 lnx− 1

4
x2 + C,

lako dobijamo I =
π

2
(e2 + 1).

Komentar. Za one koji su spremali dvojni integral ovo je bio veoma lak zadatak.
Na�alost, mali je broj onih koji su pokuxali da ga rexe.

Dragan �ori�


