MATEMATUERA 2

CenteMmbap, 2009 - I'pyna 2

1. Ogpemuru; ekcrpeMue Bpennoctu Gpyuknuje f : (x,y) — 2z 3a1aTe UMITUIATHO j€THAKOIINY

222 +y?r — 2w — 2y2% = 2.

Pewetve: latu ycnoB moke na ce Hamume y obmuky F(z,y,z) =0, rme je
F(x,y,2) = 2?2 4+ 3?2 — 2227 — 292 — 2.
IludepennmpameM gare jeHAKOCTHU O T MMaMO
2oz + a2l + P2, —dazzl — 227 —dyzzl =0, (1)
omakJe H00ujaMo

B 222 — 2xz
a2 y? —daz —dyz

!

Cimyno mudepeHumpameM 1o Yy 100rjamo

/

222 — 2z
Z = .
Voox24y? — 4wz —4yz

Pemasamem cucrema

2, =0, 2,=0, F(r,y,2)=0

nobujamo na je A(—1,—1) jemuna crammonapua tauka ¢pyuruuje [ u na je f(A) = —1.

Iupepenmmpamem jennakoctu (1) mo z m 3amenoMm & =y = z = —1 u 2, = 0 HaTa3UMO na je
a = z}2(A) = —1/3. Cmrano mobujamo b = z3,(A) =0 u ¢ = z,(A) = —1/3. Karo je ac — b2 >0
ua<0y raukun A pysrnuja f vMa JIOKAJIHM MAKCUMYM Koju je jemmar —1.

-15 15 -15 15

Cnuka 1: T'padur pyurumje z; (71eBo) m rpadur GpyHKIUje 22 (mXECHO)

KomenTtap. Y Be3u 3amaTka u pemiema MOTY Ce JATU PA3HU KOMEHTapH.

1. Uspase 3a z; u z, mosxeMo nobutu u nomohy ¢dynkmuje I,

/ /
/ Fw Z/ _ Fy

Z, = —— = —— .
x I Yy /
Fz Fz



2. Uspase 3a z,

u ZZQ MOMKEMO U NUPEKTHO MUCATH U3 U3pasa 3a 2, U 2, TAKO MTO 3aMEHIMO
x caymny cax (063upoM Ha cuMeTpujy ¢yHKIMje F 10 = 1 ).

3. U3 mare jemmakocTy z MOsKe M EKCIUIMIUTHO Ma Ce M3Pa3u Kao (yHKIUja TPOMEHJPUBUX X
n y (KBagpaTHa jeIHAYMHA MO Z), C TUM IOTO TOCTOj€ ABE TAKBe ()yHKIWje

2+ y? £ /(22 +y2)2 — 16(z +y)
4(z+y)

21/2 = .
Ha camum 1 cy mpukasanu rpagumu ¢yHKmuja z; (deBo) m 2o (mecuHo). Ha rpaduky
PyHKOUMje 21 ce JaCHO BUIM JIOKAJIHM MakCUMyM y Tadku A, a ca rpaduka QyHKOUje 2o
BUIMMO & OHA y Tadku A HEMa JIOKaJHU eKCcTpemyM. V3 pemema 3amaTKa 3HAMO I& OHA
y A Hema HU CTalMOHAPHY TauKy.

2. Oapeanty HajMamy u Hajsehy Bpemmoct ¢pymrmje f: (x,y) — 8xy — 22 — y? — 8x + 2y wa
obmactn D= {(v,y) : ~1<a <1, —-4<y<I1}

Pewetwe: Kaxo je f, = —2x +8y—8 u f, = 8r — 2y + 2, je/mna cranMoHapHa Tauka (yHKIMje
f je A(0,1) u ona me mpumaga yHyTpammocTu obmactu D.
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Cunra 2: I'pa¢uk pyHrumje f ca o3HaueHMM TavykaMa MUHMMyMa U MakCuMyMa Ha obiactu D.

Ha rpasumu x = —1 je
9y) = f(-Ly) =y’ —6y+7, —4<y<l,
ma ¢ uUMa CTAIMOHApHY Tauky 3a y = —3. To 3maum ma je tauka B(—1,—3) rammugar 3a
ekcrpemMyM ¢pyarnuje f #Ha D. Ha rpamunava z=1u y = —4 je

hy) = (1,y) = —y* +10y -9, —4<y<1,
a(x) = flx,—4) = —2? — 40z — 24, -1<z <1,
npu yemy h 1 « Hemajy cranumoHapHUX Tadaka. Ha rpamunu y =1 je
B(z) = f(z,1) = —2? +1, —-1<z<1.

Y z =0 ¢ymrmmja 0 uMma CTanuMOHADHY TadKy, OZHOCHO Tauka A je KAHAUIAT 3a €KCTPEMYM
¢yuruuje f va D. Ilopen rauaka A u B 3a ranmumare 3a exkcrpemym ¢yrarumje f vHa D Tpeba
yseru u tauke C(—1,—4), D(1,-4), E(-1,1) n F(1,1).



Bpensoctn pyarnuje f y KpUTUYIHUM TadKaMa Cy:

IIpema ToMme, mDinf = f(D)=—-65n mgxf = f(B) = 16. Ha caumm 2 cy O3HAUEHE €KCTPEMHE

Bpennoctu ¢yuruuje f ma D.

6227 — e

3. I/I3paquaTH/ Sdx.

(2™ + 27 + 2)

Peweme: Hera je I matu maTerpad u Heka je e¥ =t. Tanma je e*dx = dt, ma je

t—1 t+1 dt
I= +———dt=| ————dt—2 | —————— =J — 2K.
/(t2+2t+2)2 /(t2+zt+2)2 /((t+1)2+1)2 J

Kako je
1 [dt*+2t+2 1 1
J:,/Jgigil:_ﬁ4444f+q
2/ (t2+2t+2)? 2 t24+2t42
“ d(t+1) t41
+ +
2K =2 = 2arct 1
/((t+1)2+1)2 Py ap el DG
TO je
1 2¢”
I=—=. 2 H3 — arctan(e” + 1) + C.

2 e2r 4 2er 4+ 2

KomeHTap. Y pemaBamy OBOTI MHTerpajia KaHANAATUA CY UMAJIM BEJIWKUX NIPOOIeMa, MAKO CY
CBU 3HaAJIN Oa ra cBemy (cMeHOM e¥ = t) Ha MHTerpas panuoHaJHEe (yHKOU]e.

dt

1. Hajsehu npobiem je 6mo mHTErpaJI /W,

a OUJIO je U OHUX KOjU CY KOPUCTUIU HEKe
'HOBe popmyie’. JemHa on mux je
dt
/ W = arCtan2 t =+ C ”'

Ha cnajmoBuma 10. TepMuHa mpenaBama, y 1.3 oA TAYKOM 5 je HATO KAKO Ce JOJIA3U JO
dx

($2 + a2)k

(makme, MHTErpaJ KOju je oBae 6o nmpobaem). JIpyru HAUMH na ce Taj WHTErpas pPemu je

na ce nobe on jemnakocty (kKoja je cBMMa mO3HATA)

dt
/m = arctant — C'

U [1a ce Ha MHTEerpaJ IPpUMeHU MaplujajHa WHTerpanuja ca u =

DEKypeHTHe Be3e 3a MHTerpalie tuma [ = U HaBeNleH je u mpumep 3a k = 2

——— u dv = dt (ucruHa,
241
MaJsio HeobuuaH n36op u u dv). Iobuja ce

t C ! + 2/ thdt t + 2arctant 2/ dt
arctan —C = = arctant — Y 5
t2+1 t2+1)2 241 (t2 +1)2

IIpema Towme,

a ot
2 CESE ~ 771 + arctant + C.

2. Mebhyrum, npobiema je 6mio yak u ca TAOIAUYHUM MHTETPATIOM / M 3a mera ce

2
mojaBmiia 'HOBa (opmyiua’

dt )
5=+

1 MaCOBHO C€ KOpUuCTUuJIa.



4. Nszpauynarn / In /22 + 42 + 2z + 1 dady axo je D = {(z,y) | 1 < (z +1)2 +y% < €2}.
Pewere: Cnmenom
z+1=pcosp, y=psing, (p¢p)€[le]x[0,2n], J=p

nMaMoO

I://ln\/x2+y2+2x—|—ldxdy=// plnppd(p:Qﬂ'/ pln pdp.
G 1
Kako je

1 1
/mlnxdm = §x21nx— 1902 + C,

apako pobujamo I = g(e2 +1).

Komentap. 3a oOHe KOjuU Cy CHOpeMaJU IBOjHM WHTErpaJ OBO je OMO BeoMa JaK 3aJaTak.
HasxamocT, Masm je Opoj OHUX KOjU Cy MOKYIIAJM [ ra pelIe.

Iparas Hopuh



